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摘 要

大数据时代下，大量的信息包含于海量的不完美数据中。为了从这些数据中获得

有用的信息，机器学习方法需要具有自适应筛选有效数据并从中学习的能力。针对这

一问题，近年来通过借鉴人类自适应的从易到难的课程学习原理，出现了自步学习这

一新型学习模式。自步学习主要在半监督学习，弱监督学习，稳健学习，极少样本学

习等机器学习领域上取得了快速发展和广泛应用。该论文调研了最近自步学习在主流

机器学习领域上取得的成果和相关应用。论文回顾了课程学习和自步学习这两种基本

学习模式，进一步总结了自步学习在自步课程学习，多样性自步学习，自步协同训练

等方法中，所利用的内在先验知识和外在的课程先验知识。本文介绍了自步学习的优

化理论的进展，并利用自步学习的凹共轭性将现有关于自步学习优化理解的研究统一

化。特别的，我们在该论文里首次引入自步学习的概率理解，基于信息论得到了自步

学习最优表现的上界形式和相应的影响因子，并提出了自步学习通用的概率框架。本

论文最后展望了所提出的自步学习概率理论在封闭和开放学习环境下的发展。自步学

习概率理论有望为设计出解决自步学习难易判定的有效方案、利用自步学习实现新的

样本筛选方法、自步学习理论和其他学习理论的融合等提供启发，这有益于进一步推

广自步学习在实际问题中的应用。

关䭞词：自步学习；课程学习；机器学习；人工智能
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ABSTRACT

In the era of big data, a lot of information is contained in a large amount of imperfect data.

In order to extract useful information from those data, machine learning algorithms should be

provided with the abilities of both data selection and data learning. To solve this problem,

drawing lessons from the principle of human curriculum learning, which is to learn from sim-

ple to difficult adaptively, a new learning regime called self-paced learning(SPL) has appeared

in recent years. SPL has developed rapidly and made extensive applications in the fields of

machine learning, mainly including semi-supervised learning, weakly supervised learning, ro-

bust learning, and very few samples learning. This paper surveys recent achievements and

related applications of SPL in machine learning fields. We review the classical curriculum

learning and SPL regimes, further, summarize the internal prior knowledge utilized by the S-

PL and external curriculum prior knowledge utilized by the self-paced curriculum learning,

SPL with diversity and self-paced co-training. Current advancements of optimization theory

regarding SPL are introduced and united together under the concave conjugacy of SPL. In par-

ticular, we first raise the probability viewpoint for SPL, obtain the upper bound of the optimal

performance as well as the influence factor of SPL and render a general probability frame-

work for SPL. In the end, we look into the future of the SPL in the closed and open learning

environment. The general probability viewpoint could motivate the design of the easiness s-

tandard, the formulation of novel data selection principles, the integration with other learning

algorithms regarding the self-paced methodologies which would further benefit the promotion

and applications of SPL in practical problems.

KEYWORDS: Self-paced Learning; Curriculum Learning; Machine Learning; Artificial Intelligence
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1 绪论

1 绪论

我们生活在大数据的时代，科学、技术、工程和人们的日常生活在产生着数以

PB级和 EB级的数据。这些大数据具有极度的多样性，不确定性。对于给定的任务，

精良标记的数据往往是少数的并且高成本的，人们能获得轻易大量的相关数据，但是

获得数据集的绝大部分往往存在以下问题：

• 缺少和任务直接相关的监督信息，例如目标检测任务中，只有图片，但由于人力

与物力的限制缺乏对图片的标记信息；

• 只拥有和任务部分相关的监督信息，例如在目标定位问题中，只有图片和图片的

标记，却未知目标在图片中的具体定位信息；

• 拥有很多错误标识和不准确的信息，例如网页上对于视频和图片的文字内容，评

论内容，不完整的追踪图片；

• 拥有少量与任务完全无关的数据信息，例如动物图像识别的数据集中出现了家具

的图片；

• 构成结构十分不均衡，例如类别成分不均匀。

尽管如此，这些不完美却大量的数据中却可以蕴含海量的信息，这也催生了针

对不同的数据特性的很多机器学习（Machine learning）的主题，例如半监督学习 ..1

（Semi-supervised learning）和弱监督学习（Weakly supervised learning） ..2 ，它们意在

利用这些不完美的数据，从中学习出一个对于任务有很好性能的代理（Agent） ..3 。

其中一些的学习方法需要不断地利用较好的数据来对于大量不完美数据的不确定信

息进行推断和学习，然而这直接导致机器学习方法有效性十分依赖其对于数据的学

习过程。从狭义上讲，改变对于指定任务中范例的学习顺序会对于学习成效产生影

..1 半监督学习泛指从少量有标注数据和大量无标注数据中学习

..2 弱监督学习泛指从少量有标注数据和大量存在非直接关联的标注数据中学习

..3 代理泛指以任务为导向的有自主能力的实体。简单的代理可以是一个回归器，分类器等简单的决策体，复杂的代
理可以是机器人或者游戏的 AI程序，例如 AlphaGo，深蓝等。
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响。从广义上讲，改变对于不同任务的学习的顺序也会产生不同的学习表现。因此，

现有的很多机器学习的研究开始关注于设计一系列被用于学习的数据分布，它们有

时可以被视为一系列课程（Curriculum），依照课程次序来对代理进行训练，以使得

其能取得一个相对于给定的任务更好的成绩。这些努力可以被大致归结为课程学习

（Curriculum learning）[1] 和迁移学习（Transfer learning）[2]。这种人工地对训练数据的

学习顺序的排序（或者对数据分布的操控）是十分重要的，但同时又大量消耗人力成

本的，并且反映出了现有学习算法的局限性:他们不能够有效的提取以及重新审视从

原始数据中获得的信息。课程学习也因此成为了一种利用人的智能和先验知识去补充

这种不足的替代品。为了去拓展机器学习的自适应程度（简单程度），为了使得更加

新奇的模型和应用能够被更快捷的建造，更重要地，为了使得代理具备通用的智能，

学习算法需要更少的依赖于人工的操作。一个人工智能必须要本质的理解我们周围的

世界，并且我们断言他必须具有能对学习还是不学习以及学习什么来做决定的能力。

而最近新出现的一种模拟人类自适应的从简单到难的课程学习原理，自步学习

（Self-paced learning），有希望赋予代理这种能力。自步学习的严格定义为：通过从原

始的数据中逐步的自适应的确定所学习的数据分布（可以理解为自适应的确定需要学

习的课程）来达到一个更好的学习效果的一种方法论。在半监督学习中，代理先对未

标注的样本进行伪标注，然后优先选择其中可靠的样本来学习，这种学习模式就利用

了自步学习的思想。自步学习的有效性度量现阶段主要依据其在任务上最终的表现，

但是也可以用学习的速率和所利用的监督信息量来做衡量标准。

本文调研这个快速发展的领域并将侧重点放在最近的一些进展和我们的工作上。

文章主要会分为四个部分：

• 第一部分涵盖了自步学习的发展史（包括自步学习的前身课程学习的出现，和自

步学习的提出），并介绍自步学习在当前在学术领域的现状，和自步学习在应用

上取得的成功；

• 第二部分详细介绍现有的课程学习、自步学习、以及自步课程学习（Self-paced

curriculum learning）等方法论的数学描述，以及它们所利用的通用的先验知识

（Prior knowledge），并对方法论进行一定的哲学探讨；

• 第三部分包含自步学习的前沿理论，其中会重点介绍由我们提出的自步学习的统

2



1 绪论

一优化理论：自步学习的凹共轭性（Concave conjugacy），并深入探讨自步学习

程序的统一化：本文提出的自步学习的概率化理解。这将涵盖概率化理解下的通

用自步学习模型、难易程度的标准，样本筛选的格式，先验知识的嵌入和影响；

• 第四部分简要总结了自步学习的核心思想和现阶段主要的作用，并把重点讨论了

自步学习发展方向。

同时本文会以问题作为文章逻辑导向的补充，这里将会包含一些读者较为关心的

问题，也会涵盖一些推动自步学习领域研究前进的一些很基本的问题，它们包括：

• 我们为什么应该关注自步学习？

• 自步学习的方法论会比较适用于那些学习任务？

• 自步学习的简单到难，从少到多的标准是什么？

• 怎样才能使得学习的过程更好，代理真的应该遵循一种从简单到难，从少到多的

学习格式吗？

• 自步学习在优化什么？

3



西安交通大学本科毕业设计 (论文)

2 我们为什么应该关注自步学习?

2.1 自步学习的发展史

相比于随机的学习样例，人类和动物能够通过从简单到困难的学习一系列系统性

课程达到一个更加好的学习效果。受此启发，2009年，Bengio等人 [1]，提出了课程学

习的方法论。通过设计一系列课程（学习样本的分布，和对应训练的标准），他们的

实验表明，在一些情况下，课程学习可以加快学习的速度，并且提高代理
..1 的学习表

现。然而，启发式手工的课程设计方法，会消耗大量的人力、物力，并且有效性也难

以得到保障。这使得如何设计课程成为了课程学习的最大的问题之一。

2010年，为了能够更好的处理含隐变量的机器学习问题，Kumar [3]等人，提出一

种依据损失来自适应的确定样例的学习顺序的方法论，她们把这种方法命名为自步

学习方法论。自步学习的出现给出了一种基于损失自适应的课程设计方法。她们的实

验表明，在一些情况下，优先学习损失小的样本，然后逐步学习损失大的样本，有助

于达到一个更好的学习效果。相比于那些达到前沿水平的学习方法，自步学习第一次

出现就在名词短语的指代消解（自然语言处理），模式发现 (计算生物学)，手写数据

识别和目标定位（计算机视觉）等任务中展现出了很好的性能。她们随着弱标注
..2

（Weakly labelled）数据的数量的快速增长，自步学习会这个领域收获巨大的成功。

2.2 自步学习学术领域现状

现在自步学习已经自成机器学习社区当中的一个领域，同机器学习各种主题相互

结合，并在其下很多应用中取得了最新的水平，相关的文章出现在很多顶级的会议和

期刊上其中包括 NIPS，ICCV，CVPR，IJCAI，ICML，PAMI等。尽管学习方式遵从

于人类课程学习的原则，即从简单到困难，是自步学习相关论文一个很重要的故事部

分，但很多先验知识在学习过程中也十分有意思且可以被很简单的获得（这将会在章

..1 代理泛指以任务为导向的有自主能力的实体。简单的代理可以是一个回归器，分类器等简单的决策体，复杂的代
理可以是机器人或者游戏的 AI程序，例如 AlphaGo，深蓝等。

..2 弱标注指与学习任务存在非直接关联的标注
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2 我们为什么应该关注自步学习?

节 3.2.3.1被讨论）。在学术界上，自步学习快速增长的科研活动伴随着引人注目的一

串在实际应用经验上的、以及理论上的进步（将会在章节 4讨论）。下面，我们简要

的强调它在各种学习主题下的一些应用上的重要成功。

图 2-1 自步学习与机器学习主题结合图

2.3 自步学习在应用中的取得的成果

我们将以学习主题为划分，简要介绍自步学习在各主题中的应用，和一些重要的

成果。它们大多数从经验上或者理论上，显示了自步学习有效性，并也预示着自步学

习在人工智能领域的潜力。更加详细应用内容介绍可以在附录 5.4.3中找到。

在弱监督学习
..1 领域中,自步学习有助于对于弱关联标注数据的推断从而使得其

在图像分割 [4]，共同显著性检测 [5]，追踪定位 [6,7]，目标检测 [8,9]等应用领域取得很好

的表现，其中一些达到了该应用领域的最新水平。

在稳健学习
..2 领域中，自步学习有助于从带有大噪音的样本中提取出可靠地监督

信息。最新涌现出来利用自步学习的提升稳健性的研究包括 boosting分类 [10]，噪声数

据下利用流形正则的半监督分类 [11]，多媒体事件检测 [12]，含大规模噪音的网络数据

..1 弱监督学习泛指从少量有标注数据和大量存在非直接关联的标注数据中学习

..2 稳健学习泛指从带有大量标记噪声，甚至含有一定量外来样本的有数据集上的学习
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的概念学习 [13] 等。其中对媒体事件检测中利用的自步重排序方法达到了该领域的最

优水平。

在半监督学习
..1 领域中，自步学习有助于对于未标注样本的标注稳健的推断，这

使得自步学习和许多著名半监督学习方法论相结合包括，协同训练，自适应的拉普拉

斯图割 [14]，主动学习 [15] 等。特别地，协同学习与自步学习的结合使得所需的监督信

息大大减少。在数据集 Pascal VOC2007的目标检测任务中，Dong等人 ..2 ，在仅利用

了极少的监督信息，每类 3到 4个有标注的图像，但达到了与利用了大部分标注信息

的学习方法相近的表现。

在无监督学习
..3 （Unsupervised learning）领域中，自步学习与矩阵分解 [16]，多视

角聚类 [16]等方法结合，被期许帮助达到一个更好的局部极优解。

在监督学习
..4 （Supervised learning）领域中，研究兴趣集中在利用自步学习方法

达到一个极度非凸监督学习问题的一个更好的局部极优解。Avramova等人 [17],在大型

有标注图像数据集中利用从难到易样本学习过程来训练深度卷积神经网络，取得相较

于传统训练方法更好的表现。Li等人 [18,19]，将自步学习与多标记和多任务学习相结合

使得学习的过程不仅可以依据样本从易到难的学习，同时也依据标记和任务进行从易

到难的学习。

此外，自步学习也被用在数据筛选任务中，包括数据类别均衡化 [12,20]。在高度类

别不均衡的数据集上任务学习中，自步学习引入使得代理可以自适应的调整所学习的

数据类别成分，使学习更加全面。

2.4 自步学习比较适用的学习任务

从自步学习的应用成果可以发现，相比于简单的学习任务，自步学习只有在一些

较为复杂任务上才能显现出方法论上的优势。相比于普通的精良标注的数据集上的学

习任务，不完美数据集上的学习任务往往是较为困难的。因此，半监督学习，弱监督

学习，稳健学习，样本筛选等，可能会是目前已知自步学习较为合适的学习任务。

而对于给定的任务和方法论，利用数学的语言对其进行描述是建模过程中一个很

..1 半监督学习泛指从少量有标注数据和大量无标注数据中学习

..2 该文章尚未公布互联网版本

..3 无监督学习泛指对于没有标注信息的数据进行学习

..4 监督学习泛指对于有标注的数据进行学习
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2 我们为什么应该关注自步学习?

重要的步骤。课程学习和自步学习的理论也由一套严格的数学描述而建立。
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3 学习过程的建立：课程学习与自步学习

在人类学习中，人们通过系统性的学习一系列课程，以获取一些技能和认识。相

比于直接对于样例的学习和总结，经验上，通过课程学习的过程会更加简单，快捷，

稳定和可靠。

对于机器学习，同样的方法论，课程学习可以通过逐渐的改变所学样本的权重来

实现。这也被视为对于样本的分布进行了不断地操作后用于代理的训练学习。特别

的，从一些列被指定学习顺序的训练样本中学习可以被视为课程学习的一种特例。让

那些简单的、重要的，可靠的样本在学习过程中更受关注 (拥有更高的权重)，并且逐

步让所有目标内的学习样本拥有更加客观的权值可能会最终助力于更好的学习效果。

3.1 课程学习

抽象的来说，课程是有序的一系列训练标准。每一个学习标准关联着一个被操控

的训练样本的分布。最开始“简单”的样本，会被设以高的采样的概率，进行训练。

然后接下来的训练标准逐渐发生改变，会增加“难”样本的采样概率。最终采样的分

布将会变成目标训练的分布。

3.1.1 课程的定义

课程学习的提出者，Bengio等人 [1]给出了当时关于课程序列的严格定义。

条件 3.1 设 z 是样本的随机变量，P (z)为目标训练的分布.设 0 ≤ Vλ(z) ≤ 1表示在 λ

步的课程序列中，被操控的样本 z 权重,并且 V1(z) = 1。那么在 λ步被操控的训练分

布是，

Qλ(z) ∝ Vλ(z)P (z) ∀z (3-1)

满足
∫
Qλ(z)dz = 1。特别的,

Q1(z) = P (z) ∀z。 (3-2)
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3 学习过程的建立：课程学习与自步学习

定义 3.1 (课程和课程序列) 设 {Qλ, 0 ≤ λ ≤ 1}为分布序列, 遵循公式3-1和公式3-2。

我们称 Qλ为一个课程，{Qλ, 0 ≤ λ ≤ 1}为课程序列，如果这些分布满足它们的熵增

加

H(Qλ) < H(Qλ+ε), ∀ε > 0 (3-3)

并且 Vλ(z)关于 λ单调上升,即,

Vλ+ε ≥ Vλ(z) ∀z, ∀ε > 0。 (3-4)

3.1.2 课程学习的实施

课程的定义给出了一种设立课程的方向性指导。例如，弱监督学习中，对于

给定图片和标识来预测标识对象的位置信息 (即，包含有标注对象的框) 的学习任

务，一个很重要的方法是让代理将更多的精力优先关注在那些简单的图片上 (即，只

含有很少交叠对象的图片，以及那些只有单一对象的图片)然后逐渐的让更多更加

复杂的训练样本被学习。于是就可以依照之前提到的方法，人工的安排课程序列

{Qλ, 0 ≤ λ ≤ 1}，依据最小化期望损失来找到最优的决策函数 ..1 ，

Ez∼Qλ
Loss(f, z) =

∑
z

Qλ(z)Loss(f, z) (3-5)

=
∑
z

Vλ(z)P (z)Loss(f, z) (3-6)

= Ez∼P (z)Vλ(z)Loss(f, z) (3-7)

≈ 1

N

N∑
i=1

Vλ(zi)Loss(f, zi)。 (3-8)

λ步时最优的决策函数因此为

f ∗
λ = argmin

f∈F

N∑
i=1

Vλ(zi)Loss(f, zi) +RF(f), (3-9)

或者依据贝叶斯方法求得最优的模型的概率分布

p∗λ = argp∈P minD(Qλ||p) +R(p) (3-10)

（其中 D指代概率分布之间的一种相似度量）。从而实现课程学习方法。

..1 决策函数是一个给定输入后输出一个决策的函数，常见的决策函数包括分类器，回归器等
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然而，当训练集比较大，人工的去标定各个样本的难易程度不仅会十分昂贵，而

且使得这种容易程度的标记和这种课程的设计十分启发式。

因此，一些自适应安排课程的方式是迫切被需要的。针对这个问题，自步学习孕

育而出。

3.2 自步学习

当人们自主学习的时候，从经验上，人们会贪婪的并且谨慎的倾向于学习那些他

们在当前认知水平能够理解的样例。

对于机器学习，样本的难易程度可以被视为是代理在当前状态下对于这个样本进

行预测所对应损失的函数 [3]。这可以表现为对于不确定信息（见章节 3.2.3.2）和可靠

程度信息（见章节 3.2.3.4）的先验的利用。

3.2.1 基于损失的难易程度标准

• 容易程度

如果对于样本的损失很小，那么有理由去相信这个样本对于代理来说很简单去学

习。

• 可靠性

如果代理已经对于任务十分的专业并且样本的损失很高。那么久有理由任认为这

个样本是一个外来的和任务无关样本。

用数学的描述，这个想法可以被如下方式编码，即对于某个样本的权重函数依赖

于其在当前状态 i下其预测这个样本的损失，

Vλi(z) = Vλ(Lossi(z))。 (3-11)

这引导出了自步学习的格式。

3.2.2 自步学习的数学描述

对于传统的机器学习问题，代理意在通过最小化经验损失函数，学习一个分类或

者回归的决策函数，并且为了去避免过拟合的问题，以及引入一些先验知识，一些正

则项也会被加入到目标函数之中。
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3 学习过程的建立：课程学习与自步学习

自步学习通过向目标函数引入自步正则项，使得代理能有基于损失能够自适应确

定从简单到困难并编码了可靠性信息先验的系列课程。

• 自步学习模型

inf
f∈F ,v∈[0,1]n

E(f, v;λ) = inf
f∈F ,v∈[0,1]n

n∑
i=1

viL(f, zi) +RSP (v, λ) +RF(f) (3-12)

其中

– 权重函数

v = (v1, v2, · · · , vn)表示各样本权重构成的向量。

– 任务函数

f 可以是决策函数，例如分类或者回归函数。f 也可以是模型需要学习的概

率分布函数，例如分类任务中的条件概率函数，回归任务中的噪音分布函数

等。

– 损失函数

L代表损失算子（如果函数 f 由 w参数化，那么 L就是关于 w和样本 z的函

数）。l表示损失的向量 (L(f, z1), · · · , L(f, zn))T . 这样模型可以简化写成

inf
f∈F ,v∈[0,1]n

⟨v, l⟩+RSP (v, λ) +RF(f)。 (3-13)

– 年龄参数

λ是一个控制学习进程的参数，它可以对应到可靠性先验或者不确定性先验

的的接受学习的阈值，因此它也控制了加入训练的样本数量和可靠性。它的

逐渐增加过程对应到了样本逐渐加入学习的动态过程。

– 自步正则项

RSP (v, λ)被称作自步正则项，它编码了可靠信息信息先验和从简单到困难，

从少到多的学习过程。

– 模型正则项

RF(f)是模型正则项。它嵌入了对于模型的先验知识，同时也起到避免模型

过拟合的作用。
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• 交替优化方法

一种比较普遍求解这个目标函数的方法，是去对于任务函数 f 和权重向量 v进行

交替的优化.

优化 f

fk = inf
f∈F

⟨vk−1, l(f)⟩+RF(f) (3-14)

优化 v

vk = inf
v∈[0,1]n

⟨v, l(fk)⟩+RSP (v, λ) (3-15)

依据这种迭代优化的步骤，代理能够自适应的依据每个样本的损失去生成课程权

重。紧接着，依据当前的课程，代理更新它所学习的任务函数。

• 正则项公理

为了明确自步学习从易到难的学习过程，对于自步正则项的功能进行界定，自步

正则项的公理被提出 [21]。

定义 3.2 (自步正则项) .假设 v 是一个权重向量, l是损失向量属于 Rn
+,并且 λ是

年龄参数。RSP (v, λ)被称作自步正则项，如果

1) RSP (v, λ)关于 v ∈ [0, 1]n是凸的;

2) v∗i (λ, l)关于 li单调下降,并且满足 lim
li→0

v∗i (λ, l) ≤ 1和 lim
li→+∞

v∗i (λ, l) = 0

3) v∗i (λ, l) 关于 λ 单调增加, 并且满足 ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}, lim
λ→0

v∗i (λ, l) = 0 和

lim
λ→+∞

v∗i (λ, l) ≤ 1

其中

v∗(λ, l) = arg inf
v∈[0,1]n

{⟨v, l⟩+RSP (v, λ)}. (3-16)

上述的三个条件编码了，下述的信息，

1) {0 ≤ Vλ(z) ≤ 1, 0 ≤ λ ≤ +∞};

2) 权重和损失的对偶关系，损失大的样本的权重应该小（其难度大，或者可

靠程度低）；
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3 学习过程的建立：课程学习与自步学习

表 3-1 自步正则项功能关系表

自步正则项 权重函数 非凸损失 名称 数据筛选

RSP (v, λ) v(λ, l) Fλ(l) LOSS v(l ≥ λ) = 0
−λ(v − 1) 1(0,λ) min(l, λ) Hard

√
λ(1−v)2

2
(1− l

λ
)(0,λ) min(l − l2

2λ
, λ
2
) Soft

√

λv(log v− 1)+λ e−λ−1l λ− λe−λ−1l Exponential ×
λ log v min(1, λl−1) min(λ+ log l

λ
, l) Fraction ×

Fλ(l) = (−RSP (v, λ))
∗v 为自步正则项关于 v凹共轭。

3) 随着年龄参数的增加，样本权重会增大，更多的样本会被加入到训练。

• 与课程学习的关系

λ变化对应了从简单到困难，从少到多的过程，而交替迭代的优化过程形成了一

系列子课程，

{V k
λ (z) = v∗(λ, l(fk, z)), k ∈ N}。 (3-17)

这种自适应生成的系列课程编码了来自于代理自身的可靠性先验和不确定信息的

先验。

Algorithm 1自步学习的过程
初始化代理任务函数 f ,初始化年龄参数 λ

repeat
repeat
更新课程：依照代理当前状态,计算其在各样本上的损失，确定各样本学习权
重 Vλ（归一化得到 Qλ）

更新代理：依据课程 Qλ,训练代理，更新代理任务函数 f

until加权损失接近收敛
增大年龄参数 λ

until满足训练任务的终止条件

通过对于常用的自步学习方法的总结，本文发现了一些使得学习过程更加好的经

验。

3.2.3 怎样让学习过程更好

在机器学习领域，缺少对于周围环境和世界的先验将会使得对于智能的基本结构

和训练过程的探索变得十分困难。而两种主要在自步学习过程中被编码的先验是从简

单到困难的学习和从小规模到大规模的学习。
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1) 自步学习的先验

当处理单元在速度和数量受限，那么从少到多的哲学是不可避免的，并且更重要

的是，学习材料的内容在质量上是可以有很大差异的。这种哲学启发我们将少量的样

本取为高质量的样本的想法，而这样一个较好的初始点对于非凸优化问题是至关重要

的。相关的讨论会在出现在章节 3.2.3.2和 3.2.3.4。

从简单到困难的哲学是一个比较普遍的人类和动物遵循的原则。最基本的想法是

先学习简单的样本/任务/概念等，然后其与难样本/任务/概念的关联性也许将有利于代

理对于难样本/任务/概念的学习。正因如此，简单是对于代理的主观概念，对它的评

价往往会取决于代理已积累的知识。

对于不同的任务，它们的难度可能拥有不同维度。对于本文开头提到的不完美数

据，它对应的学习上的困难维度，可以主要归结为，数据中存在不确定性和数据的可

靠性。而更好的利用这些难度维度上的标准，和已有的通用先验知识将会让代理的学

习过程更好。

2) 不确定性信息

在训练的过程中，经验上，当同时学习有标注样本和大量无标注样本的时候，众

多的半监督学习算法容易陷入一个糟糕的局部极优点。无标注样本的引入使得问题，

经验上，变得更加的非凸和难以优化。然而，这其中有一些重要的先验被忽视了。事

实上，学习了有标注样本的代理可以基于其当前的状态能够提供一些对于无标注样本

不确定性的估计，同时一些对于不确定性直接的外部先验知识也能提供帮助。相比于

将所有的无标注样本加入训练，将那些被代理自身和先验知识认为是低不确定性的无

标注样本优先加入训练是更好的选择。对于分类问题，这是指，如果代理能够利用自

身的学习的条件概率函数来对无标注的样本进行各个可能类别的概率估计，那么他可

以依据有自身和先验给出的条件熵
..1 ，H(p(ypredict|x, prior))，选择不确定性最小的

样本进行学习。如果代理使用的是打分函数，那么最大的打分间隔也是一种类似的标

准。然后代理可以对于这些较为确定的样本优先进行学习训练。

..1 条件熵是在给定条件下对于随机变量的不确定性的一种度量标准。当随机变量取值为离散的情况下它同时对应于
在给定条件下描述这个随机变量所需要的最短字节长度。特别的，离散情况下，条件熵为零，意味着随机变量由
该条件完全确定。
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3) 确定性信息

有很多确定性的先验信息十分合适于编码到模型中，例如不同类别样本的比例。

当面对半监督学习，偏标记学习 [22] 时，这种先验信息可以指导伪标注的过程，并且

对于模型的性能从经验上会有显著的提升。

4) 可靠程度

相比于不确定性先验，可靠性先验是一种很相似的概念但面向的对象不同。可靠

性先验主要针对获得了不准确标签的样本，例如一些针对半监督学习的基于直推式

学习算法产生的大量的伪标注样本，大量具有一定标签噪音，或者大量冗余的弱标

注样本。这时代理的决策函数或者打分函数可以对这些样本提供一个可靠性的先验

(pmodel(y|x))。这些基于代理的可靠性先验可以为当前学习还是不学习该样本的决策提

供重要的信息，并且也成为从小到多学习的重要指导:那些有标注的样本和高可靠性

的样本可以成为“小”的那部分集合被优先学习。同时，这个过程可以由动态的改变

接受样本的阈值来进一步细化：当样本满足 pmodel(y|x) > threshold，那么它将会被加

入训练过程中。相应的模型将会在章节4.2.4.2被讨论。同时，很多外部额外的可靠性

先验，例如偏序型先验（将会在章节 3.3.1.1和 4.2.7被讨论），也在经验上 [23] 和实验

上 (参见附录 1.6)被证明十分有效。

5) 关联性

在一些情况下，学习的一些特征会具有一些条件独立性关系，或者相互补充的关

系，在一些情况下也可以得到很多不同角度的模型，这时候这些模型本身相互补充，

即不同的代理之前的不确定性信息的先验以及可靠性的先验可以相互融合和相互指

导。利用这种类型的先验，相比于一个单一的模型，通过训练几个不同的代理可以获

得更好的表现。通过利用这种先验，自步协同训练（参见附录 1.3.0.7）取得了协同训

练的最新水平。与之相关的自步学习的集成概率模型也会在章节4.2.9.2被讨论。

3.3 自步课程学习

对于学习内容，除了代理自身的先验知识外，还存在很多外部的先验信息，Jiang

等人 [24] 将这些外部的先验信息和代理自身的先验知识的利用融合在一起，提出了自

步课程学习的学习范式。其中自步学习利用自身的先验知识来不断地生成的系列课程
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（需要学习的样本分布）被视作是以学生驱动主导的学习过程，而外部的其他各种先

验知识的嵌入对应的系列课程的被视作以老师驱动为主导的学习过程，而两种过程的

结合，学生驱动和老师指导共同作用成为了自步课程学习的过程。

3.3.1 课程先验

作为自步学习方法论的自然延伸，自步课程学习能够将更多外部先验信息融合到

学习过程中，这也使得其在广泛的应用 [5,8,12,13,17,25]中取得了很好的效果。其中一些常

见的通用外部先验包括可靠性先验，不确定性先验，关联性先验，总体来源性先验，

多样性先验，时空光滑性先验等。

1) 偏序关系先验

偏序关系先验是一种可靠性先验，例如如果我们知道样本 1 比样本 2 更加可

靠,其对应权重 v1 与 v2 就应该满足 v1 ≥ v2 的关系。而这样的权重可行域限制关系

Ψ = {(v1, v2, · · · , vn)|v1 ≥ v2}被嵌入到自步学习的课程生成中，则构成偏序关系先

验。其对应的自步学习模型为

inf
f∈F ,v∈[0,1]n∩Ψ

n∑
i=1

viL(f, zi) +RSP (v, λ) +RF(f)。 (3-18)

偏序型先验有着很广泛的应用 [13,24],偏序先验加入的学习过程的影响的理论分析

会在章节 4中被讨论。

2) 多样性先验

所学习的样本分布的类别成分信息是一种重要的先验信息，这种多样性先验的嵌

入使得学习过程的课程（需要学习的样本分布）各类别样本的比例更均衡。其中若各

样本根据类别分组为 v(1), v(2), · · · , v(b) 并排列，两种常用的鼓励样本分布多样性的自

步正则项分别是 Jiang等人 [12]提出的负的 l2,1范数 : −∥v∥2,1 = −
∑b

j=1 ∥v(j)∥2和 Zhang

等人 [5]提出的负的 l0.5,1范数 : −∥v∥0.5,1 = −
∑b

j=1 ∥v(j)∥0.5。其对应的自步学习模型

inf
f∈F ,v∈[0,1]n

n∑
i=1

viL(f, zi) +RSP (v, λ) + ηRdiversity(v) +RF(f), (3-19)

其中 Rdiversity(v)可以为 −∥v∥0.5,1或者 −∥v∥2,1。将这两种正则取负，是常用的诱导组

稀疏的正则项，这样就不难理解他们本身对应到鼓励样本的类别的多样性的功能了。

这样的的多样性先验也可以理解为让边缘化的学习样本的类别分布和指定的类别
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分布尽可能相同，更具体的多样性先验对于优化过程的影响和深入的概率理论解释将

会在章节 4中被进一步讨论。

3) 关联性先验

利用多个代理依据样本不同角度的特征来进行协同训练的时候，多个代理之间给

出的可靠性判断能够相互的补充。基于此，Ma等人 ..1 提出了关联性先验，他们将两

个代理视角的下对于样本的组权重 v(1) 和 v(2) 利用负内积的形式关联起来提出了关联

性的自步正则项 −v(1)
T
v(2),其对应的自步学习模型

inf
f∈F ,v∈[0,1]n

2∑
j=1

n∑
i=1

(v
(j)
i L(fj, zi) +RF(fj)) +RSP (v, λ)− ηv(1)

T
v(2), (3-20)

可以发现如果两个代理视角下的对应样本的组的权重越接近那么关联性的自步正则项

将会取更小的值。

这种关联性先验的嵌入使得不同代理被集成起来，更详细的自步集成学习讨论将

会在章节 4进行。

4) 光滑性先验

当样本可靠性信息关于其在空间中的分布具有连续性或者更好的光滑性等拓扑关

系，或者说被加入学习可靠样本的概率分布在时空中因具有一定的连续性和光滑性，

Meng等人 [21]提出，那么其可以通过样本之间的相似度拉普拉斯矩阵 L进行编码得到

vTLv，即时空连续或光滑性先验的自步正则项。

5) 总体性先验/任务内一致性先验

如果当处理的问题是回归类型的问题时，获得样本的可靠性与其对应来源分布

的精度存在对应关系。当样本的来源可以为几个总体所划分时，来自相同总体的样

本的权重可以进行共享，这对应到了总体性先验。假设已知样本来源于 k 个总体，

{i1, i2, · · · , isi}为来自于第 i个总体的成员们。那么其对应的自步学习模型

inf
f∈F

{ inf
v1∈[0,1]

{s1RSP (v1, λ)+v1

s1∑
j=1

L(f, z1j)}+· · ·+ inf
vk∈[0,1]

{skRSP (vk, λ)+vk

sk∑
j=1

L(f, zkj)}+RF(f)}。

(3-21)

从另一种角度，如果代理需要解决的学习任务由多个加性的子任务构成，同时我

..1 该文章被 ICML2017收录但互联网版本尚未公开
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们如果知道每个子任务中，学习样例的重要程度是相同的，那么其也可以类似对应到

上述模型的表达形式，即同一个任务中学习样本的权重是共享的。

总体性先验和任务内一致性先验的利用可以大大减少权重参数的数量，也有助于

避免过拟合现象的发生。更详细的概率理解下的总体性先验的讨论将会在章节 4进行。

各种先验的嵌入势必为模型引入了更多的参数，带来更为复杂的优化性质。这为

模型的求解，模型的应用，带来了更大的挑战，也需要人们能够对于问题保持着清醒

的认识。为了更好的理解自步学习的内涵，更加深入的理论理解是被迫切需要的。
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4 自步学习与课程学习的理论前沿

4.1 自步学习在优化什么？

自步学习在应用层面的经验上的成功，引发了人们对于自步学习的理论层次的更

深入的研究兴趣和思考。Meng等人 [21]，从优化的角度出发探讨了自步学习在优化什

么。他们发现自步学习的交替迭代算法等价于在利用MM方法 (优化最小化方法)优

化一个稳健的隐藏目标函数，Fλ(l) =
∫ l

0
v(λ, j) dj。而这个隐藏的目标函数的表达形式

与统计和机器学习领域中非凸正则惩罚项十分类似，并且一些常见自步正则项对应的

隐式目标函数能和一些常用的非凸正则惩罚项能够实现一一对应。这样的发现有助于

本质的理解自步学习方法的稳健性，特别是当一些特定的学习机，例如支持向量机 [26]

和自步学习方法结合时。

Fan 等人 [27] 从另一个角度指出自步学习的过程完全由各个样本的权重函数

v∗(λ, l)（参见公式 3-16）所确定,他们通过凸共轭和半二次优化将不同的权重函数和

自步学习正则项建立起对应关系，并诱导出了自步学习一种隐式的正则项。

不管是从自步学习的优化目标函数出发，还是从自步学习的权重函数出发，都为

了更好的帮助我们理解自步学习模型优化过程中形态。能否从优化的角度找到一种统

一且更加简约的理论分析方法，来帮助我们理解自步学习的隐藏目标函数，帮助我们

理解学习过程和权重函数的关系呢？

答案是可以的，接下来本文会介绍凹共轭理论，它能够达到上述的需求。不仅如

此，它

• 能够更进一步说明自步学习优化的隐藏目标函数的导出不依赖于MM优化算法，

• 能够将权重函数，隐藏目标函数、和自步正则项建立直接对应关系，

• 能够直接推广到自步课程学习的优化框架之中，解释课程先验对于优化过程的影

响，

• 能够说明自步正则项的等价性，
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• 能够为自步正则项的设计提供直接且全面的指导。

我们将自步学习与凹共轭理论的完美结合，归结为自步学习的凹共轭性。

4.1.1 自步学习的凹共轭性

1) 凹共轭

定义 4.1 (凹共轭) 函数 g(v)的凹共轭定义为

g∗(l) = inf
v∈Rn

{⟨v, l⟩ − g(v)}。 (4-1)

从公式 3-12可以发现，自步学习的目标函数关于权重变量 v的优化完全可以对应

到在计算负的自步正则项 −RSP (v, λ)凹共轭函数

2) 模型等价性

记 gλ(v) = −RSP (v, λ)，那么自步学习的目标函数等价于

inf
f∈F ,v∈[0,1]n

E(f, v;λ) (4-2)

= inf
f∈F

RF(f) + inf
v∈[0,1]n

n∑
i=1

viL(f, zi) +RSP (v, λ) (4-3)

= inf
f∈F

g∗λ(l(f)) +RF(f) (4-4)

= inf
f∈F

Fλ(l(f)) +RF(f) (4-5)

其中为了符号形式和隐藏目标函数统一，我们记 Fλ(l) = g∗λ(l)。

从上述推导也容易看出自步学习最终的目标函数可以由 −RSP (v, λ)的凹共轭函数

Fλ(l)确定，而具有相同的凹包的函数具有相同的凹共轭函数，这说明对于自步正则

项来说具有相同凸包的自步正则项所对应的优化目标函数是相同的，故只需考虑当中

的那个凸函数代表即可，这也解释了自步正则项定义当中对于正则项凸性要求的合理

性。

下面的定理说明在一维情况下，−RSP (v, λ)的凹共轭函数数 Fλ(l)正好与 Meng

等人 [21]发现的自步学习在MM算法下的隐藏目标函数
∫ l

0
v(λ, j) dj 等价。

定理 4.1 (模型等价性) 如果 v 是一维的,且 RSP (v, λ)关于 v 严格凸，下半连续，同时
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domvRSP (v, λ) ⊂ [0, 1]且 0, 1 ∈ cl(domvRSP (v, λ))那么

Fλ(l) =

∫ l

0

v(λ, j) dj + C(λ) (4-6)

其中 C(λ)是 λ的函数。

证明参见附录 2.2.

从定理中也可以发现，这种隐藏目标函数的获得其实一方面由权重函数决定，一

方面又完全对应自步学习的正则项的凹共轭函数。而隐藏目标函数的导出可以独立于

优化最小化方法，其事实上对应了自步学习本质的优化目标函数。

3) 权重函数，自步正则项，与隐藏目标函数的本质联系

下述定理进一步阐明了，从不同角度出发的自步学习的优化理解的紧密且确定的

联系。

定理 4.2 (关联性) 如果 RSP (v, λ)关于 v凸，下半连续，同时 domvRSP (v, λ) ⊂ [0, 1]且

0, 1 ∈ cl(domvRSP (v, λ))，那么，

lλ(v) = ∂v(−RSP (v, λ)) (4-7)

v(λ, l) = l−1
λ (l) (4-8)

v(λ, l) = ∂Fλ(l) (4-9)

Fλ(l) = ⟨v(λ, l), l⟩+RSP (v(λ, l), λ) (4-10)

RSP (v, λ) = ⟨v, lλ(v)⟩ −RSP (v, λ)(lλ(v)) (4-11)

如果 v和 l是一维的,且 RSP (v, λ)关于 v严格凸,我们可以进一步得到

Fλ(l) =

∫ l

0

v(λ, j) dj + C(λ) (4-12)

RSP (v, λ) = −
∫ v

0

lλ(j) dj + C(λ) (4-13)

其中 ∂ 是指函数的次梯度，∂v 是指函数关于 v的次梯度。

这个定理是性质附录 2.1的直接结果，而后面两个不等式是与定理 4-2对称的结

果。
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上述定理完美的阐述了自步学习的隐藏目标函数，权重函数，自步正则之间的关

系。而利用这种关系我们可以十分便捷的将先验信息通过自步正则项或者是权重函数

或者是隐藏目标函数嵌入到优化模型之中。这为自步学习模型的设计提供全面的优化

层次的指导。对于更进一步的外部信息的编码，凹共轭理论可以直接推广到对于自步

课程学习优化角度的解释。

4) 自步课程学习

自步课程学习通常通过对于权重变量的可行域限制，例如偏序型先验，或者通过

增加一些额外的正则项来实现，例如多样性先验，关联性先验，光滑性先验等先验中

的正则项。

我们将这两种添加先验的格式称为课程区域与课程函数，而它们的加入对自步学

习隐藏目标函数的影响可以利用凹共轭变换下的最大卷积运算来进一步研究。

定义 4.2 (最大卷积) 函数 f 和 g的最大卷积定义为

f ⊕ g(v) = sup
v1+v2=v

{f(v1) + g(v2)}。 (4-14)

课程区域Ψ

F new(l) , inf
v∈Ψ

{⟨v, l⟩+RSP (v)} = F ⊕ δ∗(·|Ψ)(l) (4-15)

其中 δ∗(l|Ψ)是课程区域上的指示函数 δ(v|Ψ)的凹共轭函数。

课程函数 RCL(v)

F new(l) = inf
v∈[0,1]n

{⟨v, l⟩+RSP (v) +RCL(v)} = F ⊕ (−RCL)
∗(l)。 (4-16)

利用凹共轭理论中最大卷积的性质，可以说明常见的偏序型先验的加入将会减少

与偏序先验描述对应不一致的损失区域对于隐藏目标函数下降量的贡献。这会倾向于

使得所求得的解所对应的损失落在偏序先验描述所对应区域中。

同时利用凹共轭理论也可以很好的分析总体性先验加入模型的影响。依据公

式 3-21可以进一步得到

F new(l) = (s1 ⋆ F̄λ)(

s1∑
j=1

l1j) + · · ·+ (sk ⋆ F̄λ)(

sk∑
j=1

lkj) (4-17)
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其中

s1 ⋆ F̄λ(x) , s1F̄λ(s
−1
1 x), F̄λ(l) = inf

v∈[0,1]
vl +RSP (v, l)。 (4-18)

从中可以看到同属一个总体的样本的损失会经过平均后再被用于计算隐藏目标函数的

损失。

而关联性先验和光滑性先验对应的课程函数，也可能可以从凹共轭的角度来进一

步分析其对优化过程的影响。

4.1.2 自步学习的收敛性

本文提出的凹共轭理论对于更好的自步学习在优化方面的性质提供了帮助，而自

步学习到底会收敛到哪也受到了一定的关注，Ma等人 [28]证明了当年龄参数固定的时

候，利用优化最小化方法得到的解将会收敛到隐藏目标函数关于模型参数的一个驻点

上。

如果对于模型优化层次的理解被当做数学工具包的大显身手，那么对于问题本质

的认识可能需要从物理和概率的层次出发。

4.2 自步学习的概率理解

本文将首次从统一的概率框架下对于自步学习进行重新的认识和讨论。而本文将

会从对于自步学习难易程度标准的讨论，开启自步学习的概率理解。

4.2.1 难易程度基于损失还是基于概率？

基于损失的自步学习的难易程度、可靠性程度等标准会随着任务，损失函数，学

习机的表现评价标准的变化而改变，这使得自步学习标准的物理意义受制于任务、

学习机和损失函数的局限性，也使得其缺少通用性的解释。例如，在应用中，代理

（Agent） ..1 的损失可能是根据实际任务的奖励函数来确定的，而并不是对于单纯类别

或者状态的概率推断，这时损失和样本的可靠性程度的对应关系将会受到很大影响。

一个简单的生活理解，我们不能因为疾病发生后的代价大而认为我们不太可能得病，

否则将会出现讳疾忌医的现象。

但是如果学习的主体是在学习某种概率的分布函数，学习条件概率分布，例如
..1 代理泛指以任务为导向的有自主能力的实体。简单的代理可以是一个回归器，分类器等简单的决策体，复杂的代
理可以是机器人或者游戏的 AI程序，例如 AlphaGo，深蓝等。
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pmodel(y|x)，那么用概率的统一表现形式可以很好的将可靠性程度，不确定性等先验

利用统一的形式进行编码。

1) 损失和概率分布的对应关系

常用的很多经验和期望损失最小化模型的损失函数可以很好的被联系到最大似然

框架或者最大后验框架，从而可以和概率分布形成对应，为了避免歧义，下面的概率

分布的下标采用完整形式。首先是期望损失最小化模型与最大化 log似然函数的对应

关系，

E(x,y)∼pXY
L(f, (x, y)) ∝ E(x,y)∼pXY

log eαL(f,(x,y))−β (4-19)

argmin
f∈F

E(x,y)∼pXY
L(f, (x, y)) = argmax

f∈F
E(x,y)∼pXY

log e−αL(f,(x,y))+β (4-20)

其中 α ∈ R+, β ∈ R。

生成模型下损失和联合概率分布的对应关系： pmodelXY (x, y) = e−αL(f,(x,y))+β ,

argmin
f∈F

E(x,y)∼pXY
L(f, (x, y)) (4-21)

= argmax
f∈F

E(x,y)∼pXY
log pmodelXY (x, y) (4-22)

= argmin
f∈F

D(pXY ||pmodelXY ) (4-23)

其中 D表示 KL散度。

判别模型下损失和条件概率分布的对应关系： pmodelY |X(y|x) = e−αL(f,(x,y))+β

argmin
f∈F

E(x,y)∼pXY
L(f, (x, y)) (4-24)

= argmax
f∈F

E(x,y)∼pXY
log pmodelXY (x, y) (4-25)

= argmin
f∈F

Ex∼pXD(pY |X=x||pmodelY |X=x)。 (4-26)

一些常见的损失都可以很好的对应到某种概率判别模型或者生成模型，参见

表 4-1。

常见的支持向量机也可以转化成概率输出模型 [29]。
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表 4-1 常见损失和概率分布对应表

损失 分布 名称 应用

(y − f(x))2 1√
2πσ2

e
−(y−f(x))2

2σ2 Gauss 连续回归

|y − f(x)| 1
2b
e

−|y−f(x)|
b Laplace 连续回归

∥y − f(x)∥Lp
1

Γ(1+ 1
p )b

1
p
e

−∥y−f(x)∥p
Lp

b Lp 连续回归

log(1 + e−
yf(x)

b ) e
yf(x)

2b∑
i∈{−1,1} e

if(x)
2b

Logistic 二分类

log( e⟨βy,f(x)⟩∑
i∈Y e⟨βi,f(x)⟩ )

e⟨βy,f(x)⟩∑
i∈Y e⟨βi,f(x)⟩ Multinomial Logistic 多分类

2) 容易程度和可靠性的概率化定义

基于损失转化成基于概率的自步学习能够提供更加直接容易程度和可靠性的物理

意义。一般情况我们认为一个规律简单，可以理解为我们头脑中存在一种对于这个规

律很简短的描述。而我们认为一个事件可靠则是由于预测其发生的概率比较高。于是

我们可以重新审视自步学习当中的简单和可靠地定义。

• 容易程度

代理对于随机变量Y |X = x的描述长度，H(pmodelY |X=x)。这等价于章节 3.2.3.2中

提到的不确定信息的先验的编码。

如果代理在当前状态下对于 Y |X = x的描述长度较长，等价于代理认为随机变

量的不确定性更显著，不易于做出判断，而描述长度很短的时候，等价于代理认

为很容易做出判断。

• 可靠性

代理对于事件 (Y = y|X = x) 或 (X = x, Y = y) 的发生概率的预测值

pmodelXY (x, y),或者 pmodelY |X(y|x)。

如果代理已经对于对象的联合分布或者条件分布有着很好的学习，但是代理预测

该事件发生的概率很小。那么就有理由认为这是一个外来的样本和或者和任务无

关的样本。

需要注意的是这两种先验都是基于代理的主观推断，当主观推断和实际事实出现

较大偏差的时候，单纯的自步学习方法将会朝着错误的方向优化和学习。
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4.2.2 自步学习的最优表现的上界

而从信息论角度理解自步学习方法论能达到的最好效果将会被不确定性因素约

束，并可以有如下形式化的展现。

标记噪声设定

假设我们获得的数据的标注是有噪声的，我们需要依据代理初始的经验

Agentinitial，一些外部的先验 Prior 和现有的数据 X 和其有噪声的标注 Ynoise, 构

造一个决策函数 Ȳ = decision(X, Ynoise, Agentinitial, P rior) 去预测 Ytrue, 那么由信

息论中的法诺不等式 [30], 可以导出判别误差 Perror = Pr(Ytrue ̸= Ȳ ) 与条件熵

H(Ytrue|X, Ynoise, Agentinitial, P rior)的如下关系，

H(Perror)+Perror log |Y| ≥ H(Ytrue|Ȳ ) ≥ H(Ytrue|X, Ynoise, Agentinitial, P rior) (4-27)

和它的弱化形式的关系，

Perror ≥
H(Ytrue|X,Ynoise, Agentinitial, P rior)− 1

log |Y|
。 (4-28)

半监督设定

假设我们获得的数据大部分缺乏标注，我们需要依据代理初始的经验 Agentinitial，

一些外部的先验 Prior 和现有的无数据 X 和少数有标注数据 (Xlabelled, Ylabelled),构造

一个决策函数 Ȳ = decision(X,Xlabelled, Ylabelled, Agentinitial, P rior)去预测 Yunlabelled,那

么由信息论中的法诺不等式 [30],可以导出判别误差 Perror = Pr(Yunlabelled ̸= Ȳ )与条件

熵 H(Yunlabelled|X,Xlabelled, Ylabelled, Agentinitial, P rior)的如下关系，

H(Perror)+Perror log |Y| ≥ H(Ytrue|Ȳ ) ≥ H(Yunlabelled|X,Xlabelled, Ylabelled, Agentinitial, P rior)

(4-29)

和它的弱化形式的关系，

Perror ≥
H(Yunlabelled|X,Xlabelled, Ylabelled, Agentinitial, P rior)− 1

log |Y|
。 (4-30)

从上述问题设定和法诺不等式导出的预测误差的下界（模型性能的上界）中可以

看出条件熵越大，那么判别精度的上界越小，自步学习方法能达到的最好效果因此也
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受限。考虑到条件熵的形式，可以发现代理初始的经验，拥有的先验知识，和数据本

身的性质，例如有标注的信息量，标记噪音的程度等都会影响最终性能的上界。

基于概率和信息论理解的下的自步学习格式有助于我们重新审视课程（被操控的

样本分布）的生成方式。

4.2.3 通用自步学习概率模型

假设我们学习的课程分布为 Qλ,它的字母表为所有样本点 {zi|i = 1, · · · , n},它在

每个样本点上的概率取值为 Qλ(zi) = vi，我们的代理学习的模型分布为 Pmodel,我们将

课程的设定和课程的先验知识描述为对于 Qλ的可行域的限制（课程区域）Qλ和正则

项（课程函数）RQλ
(Qλ)，对于模型分布的先验描述成可行域上的限制 Pmodel 和正则

项 RP(Pmodel),于是我们得到通用的自步学习的概率模型，

通用自步学习概率模型

min
Qλ∈Qλ,Pmodel∈Pmodel

D(Qλ||Pmodel) +RQλ
(Qλ) +RP(Pmodel)。 (4-31)

在给定一个代理的初始经验，即模型初始分布的情况，通过交替对于模型的概率

分布和学习的课程分布进行优化，并逐渐的改变课程设定 λ,那么就导出了通用的自步

学习进程。

Algorithm 2概率化自步学习的过程
初始化模型分布 Pmodel,初始化年龄参数 λ

repeat
repeat
更新课程：固定代理当前状态 Pmodel，求得自适应确定的学习的课程 Qλ

更新代理：固定选定训练课程 Qλ，训练代理，更新模型分布 Pmodel

until目标函数接近收敛
增大年龄参数 λ

until满足训练任务的终止条件

自步学习的概率模型需要结合具体问题和具体的先验知识来进一步确定课程的设

定方式，课程函数的形式，模型正则项的形式，等等。为此我们更加细致的讨论标记

噪声与外来样本情况下的自步学习概率模型，和半监督学习任务下的自步学习概率模

型。
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4.2.4 标记噪声与外来样本

假设我们学习的课程分布为 Qλ,它的字母表为所有样本点 {(xi, yi)|i = 1, · · · , n},

它在每个样本点上的概率取值为 Qλ(xi, yi) = vi，我们的学习代理分布 pmodelY |X;W 由

W 参数化，那么我们可以将对于标记噪声和外来样本的学习问题表示成

标记噪声与外来样本的自步学习概率模型

min
Qλ∈Qλ,W∈W

Ex∼QλX
D(QλY |X=x||pmodelY |X=x;W ) +R(Qλ) +RW(W )。 (4-32)

我们讨论一些特殊的课程设定和特殊的正则下的情形。

1) 负熵正则：RQλ
(Qλ) = −H(Qλ)

负的熵正则的引入会使得对于原始数据点分布的估计会更加接近均匀分布，即鼓

励更加充分的利用所有的数据。也使得模型的可以依据 KL散度的性质快速求解。

课程设定：指定学习样本的数量

min
Qλ,W∈W

Ex∼QλX
D(QλY |X=x||pmodelY |X=x;W )−H(Qλ) +RW(W )

s.t. vi≥ 0, ∀i = 1, · · · , n∑n
i=1 vi= 1

∥V ∥0= λ 。

其中 λ代表指定样本数量取值范围为 1到 n，变化从少到多。

对应求解过程（交替下降 Qλ,W）：当对 Qλ 求解时,相当在寻找最大的 λ个的

pmodelY |X;W (yi|xi)加和，只需对于 pmodelY |X;W (yi|xi)（样本依据其可靠程度排序）进行

从大到小排序然后选择前 λ个指标对应的 vik =
pmodelY |X;W (yik |xik

)∑λ
j=1 pmodelY |X;W (yij |xij

)
,其余设定成 0即

得到最优解。

课程设定：指定学习样本的数量和等可靠性

min
Qλ,W∈W

Ex∼QλX
D(QλY |X=x||pmodelY |X=x;W )−H(Qλ) +RW(W )

s.t. vi≥ 0, ∀i = 1, · · · , n∑n
i=1 vi= 1

vi = 0 or vi=
1
λ

∀i = 1, · · · , n。
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其中 λ代表指定样本数量取值范围为 1到 n，变化从少到多。

对应求解过程（交替下降 Qλ,W）：原问题相当于指定了选择的样本数量，同时

样本数量之间权重相等。当对 Qλ求解时，只需对于 pmodelY |X;W (yi|xi)（样本依据其可

靠程度排序）进行从大到小排序然后选择前 λ个指标对应的 v = 1
λ
,其余设定成 0即得

到最优解。

2) 负 L1正则：RQλ
(Qλ) = logλ∥Qλ∥1

当我们更关心，所学习的样本的可靠性达到标准，而不太关心样本分布的归一化

时，负 L1 正则和他的一些变种是很好的选择。即假设 Qλ(xi, yi) = Cλvi, Cλ 为归一化

系数。

课程设定：指定学习样本的可靠性阈值

min
v∈[0,1]n,W∈W

n∑
i=1

−vi log pmodelY |X;W (yi|xi) +RW(W ) + (logλ)∥V ∥1。 (4-33)

其中 λ代表指定接受可靠性阈值取值范围为 0到 1，变化从大到小。

对应求解过程（交替下降 v,W）：求解得到，vi(pmodelY |X;W (yi|xi)) = 1(λ,1)，即如

果代理认为条件概率大于可靠性阈值 λ，那么对应样本将会被加入到课程中。

3) 代理初值选取

一般设置代理的初值为由保障泛化能力的学习机在全部样本上进行训练得到模型

参数。然后通过逐渐增加使用样本的数量或者降低样本接受的可靠性程度 λ标准,并

通过交替迭代的方法将可以得到一系列课程 Qλ 和对应的子课程，以此对于代理进行

反复训练。这样的学习过程，有助于代理达到一个更好的局部极优值。

4.2.5 半监督学习

假设所有有标注的样本的分布是 plabelXY , 而未标注的样本上需要自适应的

生成相应的课程分布 Qλ, 它的字母表为未标注样本点与其所有对应的可能类别

{(xi, yj)|i = 1, · · · , nunlabelled, j = 1, · · · , |Y|}，我们的学习代理分布 pmodelY |X;W 由 W

参数化，注意到有标注样本的信息可以通过

RP(Pmodel) = E(x,y)∼plabelXY
log

1

pmodelY |X;W (y|x)
(4-34)
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来很好刻画，那么我们可以将对于半监督的学习问题类似于标记噪音的模型建立方法,

表示成,

1) 负熵正则：RQλ
(Qλ) = −H(Qλ)

课程设定：指定学习样本的数量

min
Qλ,W∈W

E(x,y)∼plabelXY
log

1

pmodelY |X;W (y|x)
+RW(W )

+ η
nunlabelled

nlabelled

(Ex∼QλX
D(QλY |X=x||pmodelY |X=x;W )−H(Qλ))

s.t. vij≥ 0, ∀i = 1, · · · , n, ∀j = 1, · · · , |Y|∑n
i,j=1 vij= 1

∥V ∥0= λ 。

课程设定：指定学习样本数量和等可靠性

min
Qλ,W∈W

E(x,y)∼plabelXY
log 1

pmodelY |X;W (y|x)
+RW(W )

+ η
nunlabelled

nlabelled

(Ex∼QλX
D(QλY |X=x||pmodelY |X=x;W )−H(Qλ))

s.t. vij≥ 0, ∀i = 1, · · · , n, ∀j = 1, · · · , |Y|∑n
i,j=1 vij= 1

vij = 0 or vij=
1
λ

∀i = 1, · · · , n, ∀j = 1, · · · , |Y|。

2) 负 L1正则：RQλ
(Qλ) = logλ∥Qλ∥1

课程设定：指定学习样本的可靠性阈值

min
v∈[0,1]nunlabelled×|Y|,W∈W

E(x,y)∼plabelXY
log

1

pmodelY |X;W (y|x)
+RW(W )

+ η(

nunlabelled∑
i=1

|Y|∑
j=1

−vij log pmodelY |X;W (yj|xi) + (logλ)∥V ∥1)。

由于半监督学习自身的无标注样本的不确定特点，使得其同样可以依据概率化定

义的容易程度（条件熵）的角度来进行从易到难的自步学习过程。
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课程设定：指定学习样本的难易程度阈值

min
v∈[0,1]nunlabelled ,W∈W

E(x,y)∼plabelXY
log

1

pmodelY |X;W (y|x)
+RW(W )

+ η(

nunlabelled∑
i=1

viH(pmodelY |X=xi;W
)− λ∥V ∥1)。

其中 λ表示接受的不确定性（容易程度）阈值，范围 [0, log |Y|]，变化从小到大。

对应求解过程（交替下降 v,W）：求解得到，

vi(H(pmodelY |X=xi;W
)) = 1(0,λ)(H(pmodelY |X=xi;W

)), (4-35)

即如果代理认为难易程度小于 λ的阈值，那么对应样本将会被加入到课程中。

3) 代理初值选取

代理的初值一般由保障泛化能力的学习机在有标注样本上进行训练得到。通过逐

渐改变参数 λ和参数 η使得在接受样本的可靠程度达到一定标准的情况，逐步增加被

利用的未标注样本数量，通过交替迭代方法得到一系列的课程和子课程。这样的学习

过程，有助于学习机达到一个更好的局部极优值。

除了上述方法以外，对于半监督学习的格式也可以交替的对于未标注的样本利用

当前的代理进行伪标注然后利用标记噪声与外来样本的处理方法来进行处理，以此生

成系列学习课程。

4.2.6 弱监督学习

如果弱监督学习的任务中主要呈现的是标记噪声，那么起可以归结为章节 4.2.4讨

论的内容。如果是缺少标记内容可以归结为半监督章节 4.2.5的情形。如果是对象层次

的不完美，或者受制代理的局限性无法处理，例如跟踪任务中的有漂移现象的训练图

片，例如有遮挡的图片等等类型的任务，其对应对象又有着很大冗余性时，利用指定

训练样本数量或者指定可靠性阈值的自步学习的方法可以很好挑出冗余样本中可靠性

高的样本用于训练，以此可得到更好训练效果。

4.2.7 噪音建模回归模型

如果说离散情况的分类问题自步学习的权重函数被理解为课程（被操控的数据分

布），那么回归的情况权重的物理意义则有着极大的转变。下述这种理解和之前的课
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程分布的讨论有着很大差别，但是对于自步学习先验作用的理解可能有着一些帮助。

对于有监督的回归问题，人们往往会依据任务要求和数据情况选择回归函数的损

失例如 L1或者 L2损失，但这往往就指定了各个样本的噪音需要服从一个同方差的高

斯分布或者拉普拉斯分布。实际情况中，数据的噪音可能更加的复杂，特别是数据来

自于不同来源，不同渠道的时候，这时人们尝试使用混合高斯分布等分布假设对于噪

音进行聚类 [31,32]。这种情况的极端化，如果我们认为每一个数据都有着自己的噪声，

这将会对应到连续情况的自步学习的格式。

1) 模型假设

假设 Y 是需要预测的属性值，X 是随机变量，模型假设

回归函数关系

Y = f(X;W ) + ε (4-36)

噪音分布

ε|v ∼
√

v

π
e−vε2 (4-37)

随机变量的独立性关系假设，见下图，

图 4-1 自步学习独立性关系图模型

我们这里假设 v 代表着样本的精度，而所有的样本的精度服从一个 [0, 1]之间的

均匀分布的超先验 pV。（即样本的精度不会太高）

利用图模型的独立性假设，于是联合分布存在如下的因子分解

pVWXY = pY |X,V,WpV pXpW。 (4-38)
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通过实施对于W,V 的最大后验估计可以得到，

pVW |XY (v, w|x, y) ∝ pVWXY (v, w, x, y) (4-39)

∝ pY |X,W,V (y|x,w, v)pV (v)pW (w)。 (4-40)

那么，

arg sup
v,w

pVW |XY (v, w|x, y) (4-41)

= arg inf
v,w

− ln pVWXY (v, w, x, y) (4-42)

= arg inf
v,w

− ln pY |X,W,V (y|x,w, v)− ln pV (v)− ln pW (w) (4-43)

= arg inf
v,w

v(y − f(X;W ))2 − 1

2
ln v

π
− ln pV (v)− ln pW (w)。 (4-44)

同时假设随机变量的超先验由年龄参数 λ 参数化，那么自步正则项成为

RSP (v, λ) = −1
2
ln v

π
且 v ∈ [0, 1]，而 − ln pW (w)编码了模型参数的正则项，于是得到

了 1个样本的自步学习噪音建模的格式。

arg inf
v∈[0,1],w

v(y − f(x;w))2 +RSP (v, λ)− ln pW (w)。 (4-45)

对于 n个样本的情况，设XD = (X1, · · · , Xn), YD = (Y1, · · · , Yn)和 VD = (V1, · · · , Vn)。

类似的可以得到，

arg sup
vd,w

pVDWD|XDYD
(vd, w|xd, yd) (4-46)

= arg inf
vd,w

n∑
i=1

(vi(yi − f(xi;w))−
1

2
ln

vi
π
)− ln pVD

(vd)− ln pW (w)。 (4-47)

因此最终可以写成

arg inf
v,w

n∑
i=1

vi(yi − f(xi, w))
2 +RSP (v, λ)− ln pW (w)。 (4-48)

于是通过给权重赋予精度的物理意义，对于有监督的回归问题，自步学习模型可

以理解为每个样本拥有自己的噪声的最大后验模型。基于这样的图模型假设，自步学

习的偏序型先验（章节 3.3.1.1提到）可以很好的理解为 pV (v)中支撑集的区域的约束。

而总体性先验则可以直接对应到各个总体内部的精度参数的共享。
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图 4-2 偏序先验的图模型 图 4-3 总体性先验的图模型

一些探寻偏序先验和总体性先验加入对目标函数影响的仿真实验结果将会在附

录附录 1.6中被呈现。经验上的结果发现，正确的先验加入可以使得目标函数更加平

滑，同时局部极优点的数目会大大减少。

4.2.8 样本选择

自步学习自适应的生成课程（被操控的数据样本）的过程，本质是在依据代理当

前状态做一个依据可靠性标准和先验知识的样本选择任务。通过更多先验嵌入可以使

得样本的选择更加符合任务的要求，例如引入类别比例先验，例如引入更多的代理来

做样本的选择。

4.2.9 课程先验的概率理解

1) 多样性先验与类别比例

通常代理的自步学习过程如果单纯依靠可靠性的标准来自适应课程可能会使得课

程分布的样本类别比例与实际需要学习的样本比例产生偏差，使得学习过程偏向于学

习更加可靠的类别，然而这往往使得代理在一些类别的判断上呈现出很糟糕的表现。

更加均衡的学习，依据任务标准的学习是被需要的。这时候，嵌入多样性先验来指导

自适应课程选择，使其符合任务的标准将会是十分重要的。从概率的角度上则任务要

求的概率分布可以直接作为指导的标准。

依据指定学习样本数量模型（见章节 4.2.4.1）或者指定学习样本数量和等可靠性

模型（见章节 4.2.4.1）的方法可以直接通过选取各个类别的指定数量 (比例)的样本来

实现多样性先验的嵌入。

对于指定学习样本接受可靠性阈值模型（见章节 4.2.4.2），我们可以计算出

C−1
λ =

∑N
i=1 vi, QλY (y) = Cλ

∑sy
i=1 vyi，其中 sy 那些类别为 y的样本个数。
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因此当所要选择的样本的类别成分 ptrueY 是被指定的时候，一个自然的正则项可

以自动被得到 D(ptrueY ||QλY )。其具有如下的变换形式

D(ptrueY ||QλY ) = −H(ptrueY )−
∑
y∈Y

ptrueY (y) log
1

M

sy∑
i=1

vci ∝ −
∑
y∈Y

ptrueY (y) logCλ

sy∑
i=1

vci。

(4-49)

然而 logCλ 使得优化变得难以实行。为了缓解这个问题,我们最小化这个问题的

一个上界函数,−
∑

y∈Y ptrueY (y) log 1
N

∑sy
i=1 vci。

min
v∈[0,1]n,W∈W

(

n∑
i=1

−vi log pmodelY |X;W (yi|xi) + (logλ)∥V ∥1) + βD(ptrueY ||QλY )。

(4-50)

那么上界目标函数将变成,

inf
vi∈{0,1}

n∑
i=1

vi(logλ− log pclassifier(yi|xi))− β
∑
y∈Y

ptrueY (y) log
sy∑
i=1

vyi。 (4-51)

这使得原问题可以转化为 |Y|个子问题,

inf
vyi∈{0,1}

sy∑
i=1

vyi(logλ− log pclassifier(y|xyi))− βptrueY (y) log
sy∑
i=1

vyi。 (4-52)

让 ly1, · · · , lysy 代表 (logλ− log pclassifier(y|xyi)) {i = 1, · · · , sy}以升序排序。这里

有一个最小的m使得

βptrueY (y) log(1 +
1

m
) < ly(m+1), (4-53)

那么最优的解 v满足，vyi = 1对于 i ≤ m并且 vyi = 0对于 j > m。

从正则项导出来的解可以发现，如果 ptrueY (y) > 0，那么 y这个类别当中至少有

一个样本的会被选择学习。并且这种解的格式和常用的增加多样性正则项 −∥v∥0.5,1和

−∥v∥2,1 解的格式类似，也赋予了常用多样性正则的概率理解。同时给出了一种新的

多样性的正则项 −
∑b

i=1 pi log ∥v(i)∥L1。

2) 关联性先验和集成学习

初学者相互讨论相互学习有利于取得更好的学习效果。当多个代理来协同合作来

自适应的生成课程（学习的样本分布），就是对于关联性先验的利用，或者说一种自
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步学习的集成方法。这从应用经验上取得了令人震惊的好效果 [33]。自步集成模型，从

贝叶斯的角度，可以相当于假设模型是代理预测的条件分布的混合，

pmix(y|x) =
K∑
i=1

πipagenti(y|x)。 (4-54)

那么接受标准则将由多个代理的可靠性的综合，
∑K

i=1 πipagenti(y|x)，来确定。

求解各个代理的成分

自步协同训练模型当中各代理所对应的关联系数是需要手工依据验证数据集合

来的调整确定，而通过利用在当前确定课程上使用 EM 算法来估计 πi 是一个更简便

（自适应）的方法。设随机变量 zik ∈ {0, 1}描述样本生成分布的情况, zik = 1表示第 i

样本来自第 k个成分，且
∑K

k=1 zik = 1。那么下面给出对应的 EM算法格式，

E-step:

E(zik) = γik =
πkpagentk(yi|xi)∑K
j=1 πjpagentj(yi|xi)

。 (4-55)

M-step: 考虑课程给定情况下的半监督模型（见模型4.2.5.2）

EZ

nlabelled∑
i=1

log pmixY,Z|X;W,Π(yi, zi|xi) + η

nunlabelled∑
i=1

vi log pmixY,Z|X;W,Π(yi, zi|xi)

=

nlabelled∑
i=1

K∑
k=1

γik log pagentk(yi|xi) + η

nunlabelled+nlabelled∑
i=nlabelled+1

K∑
k=1

γikvi log pagentk(yi|xi)。

(4-56)

更新 Π

Nk =

nlabelled∑
i

γik + η

nunlabelled+nlabelled∑
i=nlabelled+1

γikvi, (4-57)

πk =
Nk∑K
k=1Nk

。 (4-58)

更新代理的条件分布: 关于各个代理的条件分布最大化

nlabelled∑
i=1

K∑
k=1

γik log pagentk(yi|xi) + η

nunlabelled+nlabelled∑
i=nlabelled+1

K∑
k=1

γikvi log pagentk(yi|xi)。 (4-59)

如果说关联型先验是利用代理的数量和不同角度来提升代理的学习效果，那么直

接请一个经验丰富的代理可能也是一个很不错的方法。这引出了迁移学习的先验。
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3) 迁移学习先验

如果代理在其他数据集上或者任务上已经得到了很好的训练，例如在 imageNet数

据集上训练的网络，那么代理本身就具有之前任务和数据集上的经验。通过依据对于

现阶段任务的适应与调整，相比于没有人任何经验的新训练的代理，利用迁移学习的

代理将会具有很强自步学习能力。从应用的经验上，在半监督的数据上，要达到和其

他方法相比同样的精度，其所需的监督信息将会更少。
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5 自步学习的总结与展望

自步学习这一起源于人和动物自主进行课程学习的方法论，核心在于充分利用了

代理已有的直觉 pmodel(y|x)，学习的样本和先验知识。自步学习最显著的作用在于，

其减少了所需要监督信息，并且降低了糟糕的监督信息对于代理的影响。自步学习同

时也附带了一种稳健的样本选择准则，这种准则也是学习过程中自适应的生成课程重

要标准。

自步学习在半监督学习、弱监督学习和稳健学习等学习主题上取得值得关注的成

果，一方面印证了自步学习对于数据具有一定不确定因素的学习主题可以有很好的适

用性，另一方面表明自步学习在这些任务上所选取的难易程度标准包含了对于任务的

本质的刻画。同时自步学习和迁移学习 (Transfer learning)的配合使得其极为有益于成

为极少样本学习的重要方法理论。

这篇自步学习的综述主要包含了自步学习发展史，基本方法论，有助于学习过程

的各种课程先验，自步学习的凹共轭性和自步学习标准统一化的概率理解。自步学习

的进一步发展，可能将会是自步学习理论的革新，并伴随着更加广泛和各种学习主

题、学习理论的结合。

5.1 自步学习理论的展望

5.1.1 探索课程

自步学习在学习过程中，各阶段的学习课程 (操控的数据分布)完全由代理的条件

分布确定可能会使得学习过程当中的探索更加匮乏。Liang等人 [13]，在学习过程中将

求得的权重视作采样的分布函数，将随机性引入学习过程。如果学习过程中的课程能

以一定概率在几种可能的候选学习分布中进行采样，也许能够使得学习过程中能够存

在更多的探索，学习的结果可能也会更加的稳健。
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5.1.2 训练老师

Fan等人 [34]，利用深度强化学习的方法去训练一个自动的自适应的数据筛选器，

用以作为老师。如果说自步学习自适应的课程是让代理做自己的老师，那么基于很多

类型的代理，很多固定的数据集，训练一个通用的老师，以使得代理的学习的速度增

快，并且能达到更好学习效果，可能是一个十分有意义的探索方向。

5.2 封闭环境下的自步学习

5.2.1 偏标记学习

偏标记学习（Partial label learning），又称为歧义学习，也属于数据具有不确定因

素的主题。偏标记学习，设定每一个样本都伴随着一个候选标记集合，其中只有一个

标记是真实标记，代理的任务是通过对于这样带有歧义的数据进行学习，以获得类别

预测的能力。

从偏标记学习的设定中可以发现每个样本其实都有一定的不确定性，而代理需要

能够通过对数据的逐步学习推断出数据的真实标记。

对于偏标记学习，一个比较有意思的样本难易程度的标准则可以表示为

H(Ypredict|X, candidate label)，（即已知样本和候选标记集代理预测标记的熵）通过

优先对于代理容易预测的样本进行学习训练，可以预想到一些困难的样本的在代理看

来的歧义将会逐渐变小（难度变小）。因此自步学习的方法论可能将会十分有利于偏

标记学习问题。

5.2.2 噪音标记更正

自步学习和一些传统的学习方法在面对存在标记噪音的学习问题时，一般会通过

更改损失函数，或者筛选样本的方式来解决。但是如果学习数据并不存在外来样本的

情况，通过对于样本正确样本的推断并对样本标记进行更正，有可能可以使得学习取

得更好效果 [35]。
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5.3 开放环境下的自步学习

在开放环境下，大量接触的数据将与任务无关，一个具有一定经验的代理，这个

时候可以根据自步学习方法论的难易程度标准和可靠性标准，在无监督的情况下对于

样本进行筛选和学习。

这十分类似于，好奇的人们会依据自身的经验，在一定的自我标准下，对于没有

监督信息的样例，进行筛选，挑选自己熟悉的，能够有一定把握的样例进行学习。

Pathak等人 [36]，提出在强化学习（Reinforcement learning）的框架下，加入好奇

心驱动的探索机制以使得代理能够在执行任务前就能够拥有一定的经验储备。在开放

环境下，好奇心机制和自步学习方法论可能能形成很好结合。

5.4 自步学习与学习方法理论的结合

自步学习和一些其他方法论结合将会具有新的活力。

5.4.1 自步学习与主动学习

Lin等人 [15]，将主动学习（Active learning）和自步学习相结合，类似于学生先自

己审视一下学习内容，将自己最有把握的内容直接学习，并向老师寻求对于把最没有

把握的内容的指导。这种学习模式极其有可能成为代理基本的学习格式，并且拥有广

泛的应用空间和经济价值。

5.4.2 自步学习与迁移学习

自步学习的核心在于代理的直觉。通过迁移学习，可以将代理关于类似任务的丰

富经验和很好的表示（Representation），迁移到新的待处理任务上。一个拥有丰富经

验，提好很好特征的代理将会具有很强的自步学习的能力，这将可能会大量减少训练

所需要的监督信息量。

5.4.3 自步学习与预测学习

预测学习（Prediction learning）是无监督学习的范畴的一种衍生,涵盖面包括对抗

生成模型 [37]，条件生成模型 [38] 等无监督生成模型，自步学习可能将会有助于自适应

选择简单的样本用于预测和生成的训练,也可以帮助条件生成模型减少监督信息的需

求。
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附录 1 自步学习应用领域成果汇总

附录 1.1 弱监督学习中的应用

附录 1.1.0.1 图像分割

通过自步学习的方法论，Kumar等人 [4]2011年提出了一个隐变量支持向量机的框

架，其中她们的隐变量建模可以指代对于学习具体类别的分割所有缺失了人工标记信

息。其中主要包括三种类别的标记：图像分割中利用通用背景或者前景类别标记，图

像对象的包围框标记，图片的类别标记。她们的方法利用多样的数据，在公开的数据

集（VOC2009分割数据集，有逐像素前景类别分割；SBD有逐像素的对于背景类别

的分割；VOC2010检测数据集，有前景类别对应实例的包围框；Imagenet，有前景图

片级别的类别标注）上获得了不错的成绩。

附录 1.1.0.2 共同显著性检测

共同显著性检测是同时的从一组图片当中提取共同的显著的目标。Zhang 等

人 [5]2015年对于共同显著性检测提出了多实例学习的格式，并将自步学习与其结合。

代理意在自步地确定是否每一个超像素区域都属于共同显著的区域、他们的模型

SP-MIL在参照数据集 iCoseg和MSRC上，不管是平均精度和 F值的评价标准上都超

越了现有的最新水平的方法。并且在目标共同分割的任务上，在一个大规模的包含了

千张网络带噪的图片的基准数据集上，SP-MIL在 Jaccard相似度的评价标准上也超过

了最新水平的方法。

附录 1.1.0.3 追踪定位

追踪问题是自步学习一个较早的应用。在目标长时间追踪过程中自适应学习目

标的外观的一个最大麻烦就是图像可能会出现漂移 [39]，就是图像框中可能并没有完

全包含对象。利用自步学习的方法，Supancic等人 [6]2013年使得代理能够很谨慎的

选在选择跟踪的框架并且最小化漂移以此来学习一个对于长时间跟踪的更好的外观

检测模型。其最后的在线系统，能够达到 1
20

th
实时，并且在基准数据集上显著的以

91%vs76%的准确率超越了当时给予了很多不公平优势的最新水平的跟踪算法 (TLD)。
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利用类似的想法，Huang等人 [7]2017年在一个近期的跟踪基准数据集 (OTB2013)

其包括 50个视频序列,比较了 22种最新水平的跟踪方法，他们的自步学习的跟踪方

法在精度上达到了 0.785的得分超过了得分第二高 (0.740)的 KCF跟踪方法 4.5%。同

时他们的 AUC评价得分为 0.540，超过 KCF方法 (0.514)2.6%

附录 1.1.0.4 目标检测

自步学习 2017年也正在计算机视觉当中的一个具有挑战性的弱监督的目标检测

领域发挥着影响。弱监督目标检测的主要困难就是要利用所给的很少的弱的图像级别

的标注信息来同时推断出目标具体的位置并且加以对目标检测器进行训练。Zhang等

人 [8]通过自步课程学习将显著性检测和弱监督目标检测建立器联系使得算法能够逐渐

的从多类目标当中从简单到困难的获得忠实的信息。他们的方法打破了 6个最新水平

的弱监督检测的方法 (PR,CC,MDD,LLO,VPC,MfMIL)取得了 Pascal VOC2007数据集

上 29.96的平均得分。

对于利用自步学习减少使用的监督信息的探索也更加深入。Dong 等人 ..1 ，研

究了利用大量无标注图像和每类 3到 4个有标注的图像的目标检测任务。通过利用

自步集成学习方法，在了 Pascal VOC2007上，对比那些最新水平但利用了很大部分

标注信息的弱监督学习方法，他们的方法取得了十分具有竞争力的结果 (平均精度

为:42.8%(最高得分方法)vs42.8%(自步学习方法)，正确定位：64.6%(2th)vs 65.5%(自步

学习方法，最高得分方法))。

对于弱监督目标检测的自步深度学习的研究还包括 [9]。

附录 1.2 稳健学习中的应用

要从带有大噪音的样本中提取出可靠地监督信息，机器学习算法的稳健性扮演着

重要的作用。最新涌现出来利用自步学习的稳健性的研究兴趣对于稳健的学习产生了

很大影响，包括 boosting分类 [10]，带有噪声的利用流形正则的半监督分类 [11]，大规

模的噪音网络数据概念学习 [13]。

..1 该文章尚未公布互联网版本
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附录 1.2.0.5 稳健 Boosting学习

Pi等人 [10],将自步学习和 boosting算法相结合，提出了 SPBL模型，来共同提升

模型算法的有效性和稳健性。通过最大分类边界的 boosting优化和自步学习的样本选

择，SPBL能够捕捉到类间本质的决定性特征同时保证学习样本的可靠性。他们在若

干个真实数据集上的实验结果展现了 SPBL算法的优越性、

附录 1.2.0.6 网络标识视频数据目标检测 [13]

基于自步学习和偏序课程以及随机丢弃样本的方法，作者提出一种新颖的WELL

方法来做网络标记的数据 (带噪声的弱标注的网上视频数据)。在 FCVID(复旦哥伦比

亚视频数据集，最大的人工标记视频数据集)上，他们的WELL方法利用 2000小时的

有噪声标记的视频取得的精度比在利用 500小时人工标记的数据更高。

附录 1.3 半监督学习中的应用

附录 1.3.0.7 协同训练

协同训练是半监督学习当中的一种方法，它假设样本具有两个不同的视角。这两

个视角被假定是具有互补性的，利用不同视角代理，迭代的对于可靠性高的未数据进

行标注和进一步训练。Ma等人 ..1 ，将协同训练和自步学习相结合，使得学习过程错

误伪标注的数据可以有机会被重新召回更正，同时更多先验信息也被利用于协同训练

之中。他们的方法在常用的协同训练 UCI数据集上超过了最新水平的方法。

附录 1.3.0.8 自适应的拉普拉斯图割

基于图的半监督学习方法严重的依赖于编码了输入样本相似程度的拉普拉斯加权

图。粗糙建立拉普拉斯加权图可能会导致短路现象 (本来距离很远的流形上点被连接

起来了)和数据流形结构的不充足的表示。Yue等人 [14] 提出了一种自适应的拉普拉斯

图调整 (ALGT)方法，以实现自动的调整去截断簇间的不恰当的短路边并同时实现对

于簇内连接的强化，从而可以自适应的依据数据拟合一个恰当的拉普拉斯加权图。这

个方法的优越性通过大量的 UCI数据集和合成数据上的的实验结果所支持。

..1 该文章被 ICML2017收录但互联网版本尚未公开
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附录 1.3.0.9 主动学习

Lin等人 [15]将自步学习和主动学习相结合，其中自步学习用于确定无标注样本的

可靠性程度，将可靠性的样本直接用于模型的训练同时将可靠性低的样本交给主动的

用户咨询。这使得需要的有标注的样本数量显著下降但是同时模型依旧可以取得很具

有竞争力的表现。这种方法对比其他的最新水平的方法极大的减少了用用户的投入。

通过将自步学习和主动学习相结合不但有效的提升了分类器的精度同时也提升模型对

于噪音样本的稳健性。

附录 1.4 无监督学习中的应用

附录 1.4.0.10 多媒体事件检测

Jiang等人 [12]提出了自步重排序 (SPaR)模型将自步学习引入了多媒体事件检测领

域。SPaR通过从易到难的自步的利用学习样本模式，取得了多媒体事件检测的算法

的最新水平。并且 SPaR在 TRECVID多媒体事件搜索任务中成为了取得了大幅领先

的最好成果。

附录 1.4.0.11 矩阵分解

矩阵分解有着广泛的应用但这类问题普遍是非凸的并且现有的方法很容易陷入一

个不好的局部极优点。Zhao等人 [16] 将自步学习与加权矩阵分解相结合，将传统的二

值分解推广到实数的加权格式上。自步学习矩阵分解的方法在大量的生成数据和运动

背景分离数据上取得了不错的效果。

附录 1.4.0.12 多视角聚类

从多个视角当中发掘信息可以提升聚类算法的精度，但是现有多视角聚类很容易

陷入一个糟糕的局部极优点，特别是存在一些数据缺失和大噪音数据的时候。为了缓

解这个问题，Xu等人 [16]提出针对聚类的多视角自步学习模型，使得学习的过称不光

能从简单的样本到难样本进行学习，也可以从简单的视角到难的视角进行学习。他们

从理论的角度说明利用多视角来聚类和对于定义样本和视角的难度有助于理想的聚

类，并且在玩具数据和真实数据上他们取得了不错的实验结果。
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附录 1.5 监督学习中的应用

很多极度非凸全监督学习问题，如何达到一个更好的局部极优是一个优化的难

题。受到自步学习从易到难的学习过程的影响，很多研究的兴趣聚焦于能否改变对样

本或者任务或者标记学习的顺序来实现一个更好的路径算法得到一个更好的局部极优

解。Avramova等人 [17],在大型有标注图像数据集中利用反自步学习的从难到易样本学

习过程来训练深度卷积神经网络，取得相较于传统训练方法更好的表现.Li等人 [18,19]，

将自步学习与多标记和多任务学习相结合使得学习的过程不仅可以依据样本从易到难

的学习，同时也依据标记和任务进行从易到难的学习。

附录 1.6 迁移学习和样本筛选中的应用

迁移学习是利用一种学习上的经验迁移到另一种学习任务上。自步学习自适应的

操控所学习数据分布能力，为重构一个和目标任务更接近的所需学习数据分布提供了

很好的帮助和格式。Zikeba等人 [20] 将自步学习引入到高度不均衡的数据集任务学习

中，使得代理可以自适应的调整所学习的数据分布，是其在学习的过程中更加均衡。

他们的方法在高度不均衡的基准数据集上取得了不错的效果。

利用迁移学习得到的代理可用拥有更多的经验和更好的特征表示，也在一定程度

上可能使其拥有更强的自步学习的能力。
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附录 2 证明部分

性质附录 2.1 (次ᗞ分的对偶性) 对于任意闭的恰当的凹函数 g和任何向量 v,下面关于

l的四个条件是等价的:

• l ∈ ∂g(v)

• ⟨z, l⟩ − g(z)关于 z在 z = v达到最小值

• g(v) + g∗(l) = ⟨z, l⟩

• v ∈ ∂g∗(l)

• ⟨v, z⟩ − g(z)关于 z在 z = l达到最小值

这个性质完全和原始的凸函数拥有的性质对称，参考书籍 [40] 213−226,307−308。

定理附录 2.1 (本质严格凸的本质光滑的对偶性 [40] 251−254) 一个闭的恰当的凸函数是

本质严格凸的当且仅当它的共轭是本质严格光滑的。

推论附录 2.1 (严格凸意味着可ᗞ性) 如果 f 是定义域有界的一个闭的严格凸函数,那

么 f ∗是一个闭的全空间上的可ᗞ的函数。

证明附录 2.1 f 定义域有界⇒ f 是联合有限⇒ [40] 116−117 f ∗在全空间有定义。f 是严

格凸的⇒ [40] 251−254基本严格凸。依据定理附录 2.1, f ∗是全空间上本质光滑的，这意

味着 f ∗在全空间可ᗞ [40] 251−254。

定理 4.1 [模型等价性]如果 v 是一维的,且 RSP (v, λ)关于 v 严格凸，下半连续，

同时 domvRSP (v, λ) ⊂ [0, 1]且 0, 1 ∈ cl(domvRSP (v, λ))那么

Fλ(l) =

∫ l

0

v(λ, j) dj + C(λ) (附录 2-1)

其中 C(λ)是 λ的函数。
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证明附录 2.2 根据性质附录 2.1和推论附录 2.1, v(λ, l) = ∇Fλ(l)。因此,

Fλ(l) =

∫ l

0

v(λ, j) dj + C(λ) (附录 2-2)

其中 C(λ)是关于 λ的函数。
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附录 3 自步学习贝叶斯网的实验

附录 3.1 实验

为了研究自步学习的误差建模模型中，总体性来源性先验与偏序先验加入对于隐

藏目标函数的影响，我们设计了如下试验。

信号形式假设

Y = 10sinc(X − T ) + ε, (附录 3-1)

其中 T为模型参数,假设利用两个测量仪器 (对应精度 variance1 = 5, variance2 = 1)

依次对于 Y 在一系列 X 上进行测量，测量误差服从

ε|variance ∼ N (0, variance2)。 (附录 3-2)

其中取 T = 3进行两次实验，信号图形和测量结果如下。

图附录 3-1 第一次实验：两仪器测量结果图

图附录 3-2 第一次实验：目标函数对照图

分别计算出对应自步学习的隐藏目标函数 F (l(T ))（公式见 4-48, 3.3.1.1， 4-17）

关于模型参数的图像，其中第一幅是不加入任何先验知识的函数图像，第二幅是加入

总体性先验的后新的目标函数的图像，第三幅是加入总体先验并加入偏序先验后目标

函数的图像，第四幅是总的对比图。
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图附录 3-3 第二次实验：两仪器测量结果图

图附录 3-4 第二次实验：目标函数对照图

发现：从实验结果可以看出总体先验和偏序先验的加入，使得对应优化的目标函

数变得更加光滑，同时局部极优点的数量呈现显著的下降。

附录 3.2 Mathematica代码

1 A = 10 ;
2 n1 = 3 ;
3 n2 = 5 ;
4 v a r l 1 = 5 ;
5 v a r l 2 = 1 ;
6 t = ( n1 + n2 − 1 ) / 2 ;
7 F [ L_ ] := 1 / ( 2 ) + 1 /2 Log [2 L] / ; (L > 1 / ( 2 ) )
8 F [ L_ ] := L / ; (L <= 1 / ( 2 ) )
9 (* Plo t3D [ F [ L1 ]+F [ L2 ] , { L1 ,−2 ,10} ,{L2 ,−2 ,+10}]
10 Con t ou rP l o t [ F [ L1 ]+F [ L2 ] , { L1 ,−2 ,10} ,{L2 ,−2 ,+10}]*)
11 Data1 = Tab le [ { j ,
12 A Sinc [ j − RandomVaria te [ No rma lD i s t r i b u t i o n [ t , 0 . 0 1 ] , 1 ] ] +
13 RandomVaria te [ No rma lD i s t r i b u t i o n [ 0 , v a r l 1 ] , 1 ] } , { j , 0 , n1 − 1 ,
14 1 } ] ;
15 Data2 = Tab le [ { j ,
16 A Sinc [ j − RandomVaria te [ No rma lD i s t r i b u t i o n [ t , 0 . 0 1 ] , 1 ] ] +
17 RandomVaria te [ No rma lD i s t r i b u t i o n [ 0 , v a r l 2 ] , 1 ] } , { j , n1 ,
18 n1 + n2 − 1 , 1 } ] ;
19

20 sequence1 = F l a t t e n [ Data1 ] ;
21 sequence2 = F l a t t e n [ Data2 ] ;
22 s equence = P a r t i t i o n [ F l a t t e n [ Append [ sequence1 , s equence2 ] ] , 2 ] ;
23 P1 = P l o t [A S inc [ x − t ] , {x , 0 , n1 + n2 − 1 } ] ;
24 L1 = Graph i c s [ P o i n t [ s equence ] ] ;
25 Show [L1 , P1 ]未加入先验的
26 (*F ( l ) * )
27 L[ x_ , y_ ] := ( y − A Sinc [ x − g ] ) ^ 2 ;
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28 FL [ x_ , y_ ] := F [L [ x , y ] ] ;
29 P21 = P l o t [ Tab le [ 1 , n1 + n2 ] . Apply [ FL , sequence , {1} ] , {g , −10, 10} ,
30 Plo tRange −> Al l ]加入前
31 (*样本误差方差相等先验，加入后样本精度相等先验n1n2 *)
32 F1 [ L_ ] := n1 / ( 2 ) + n1 / 2 Log [2 L / n1 ] / ; (L > n1 / ( 2 ) )
33 F1 [ L_ ] := L / ; (L <= n1 / ( 2 ) )
34 F2 [ L_ ] := n2 / 2 + n2 / 2 Log [2 L / n2 ] / ; (L > n2 / 2 )
35 F2 [ L_ ] := L / ; (L <= n2 / 2 )
36 P1110 = P l o t [
37 F1 [ Tab le [ 1 , n1 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence1 , 2 ] , { 1 } ] ] +
38 F2 [ Tab le [ 1 , n2 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence2 , 2 ] , { 1 } ] ] , {g , −10,
39 10} , P lo tRange −> Al l ]
40 (* Plo t3D [ F1 [ g ]+F2 [ g1 ] , { g ,−2 ,10} ,{ g1 ,−2 ,100}]*)
41 F12 [ x_ , y_ ] := F1 [ x ] + F2 [ y ] / ; ( n2 x − n1 y > 0)
42 F12 [ x_ , y_ ] :=
43 F1 [ ( x + y ) / ( 1 + n2 / n1 ) ] +
44 F2 [ ( x + y ) / ( 1 + n1 / n2 ) ] / ; ( n2 x − n1 y <= 0)
45 Plot3D [ F12 [ x , y ] − F1 [ x ] − F2 [ y ] , {x , −10, 10} , {y , −10, 10}]
46 P11102 = P l o t [
47 F12 [ Tab le [ 1 , n1 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence1 , 2 ] , { 1} ] ,
48 Tab le [ 1 , n2 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence2 , 2 ] , { 1 } ] ] , {g , −10, 10} ,
49 Plo tRange −> Al l ]
50 Show [ P21 , P1110 , P11102 , P lo tRange −> Al l ]
51 P l o t [ F12 [ Tab le [ 1 , n1 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence1 , 2 ] , { 1} ] ,
52 Tab le [ 1 , n2 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence2 , 2 ] , { 1 } ] ] − ( F1 [
53 Tab le [ 1 , n1 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence1 , 2 ] , { 1 } ] ] +
54 F2 [ Tab le [ 1 , n2 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence2 , 2 ] , { 1 } ] ] ) , {g , −10,
55 10}]
56 P a r am e t r i c P l o t [ {{ Tab le [ 1 , 1 1 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence1 , 2 ] , { 1} ] ,
57 Tab le [ 1 , 1 0 ] . Apply [L , P a r t i t i o n [ sequence2 , 2 ] , { 1} ] } , {100 g ,
58 100 ( g − ( n1 − n2 ) / 2 ) } } , {g , −10, 10}]
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附录 4 外文翻译
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Abstract

We introduce a method for automatically select-

ing the path, or syllabus, that a neural network

follows through a curriculum so as to maximise

learning efficiency. A measure of the amount that

the network learns from each data sample is pro-

vided as a reward signal to a nonstationary multi-

armed bandit algorithm, which then determines a

stochastic syllabus. We consider a range of sig-

nals derived from two distinct indicators of learn-

ing progress: rate of increase in prediction accu-

racy, and rate of increase in network complex-

ity. Experimental results for LSTM networks on

three curricula demonstrate that our approach can

significantly accelerate learning, in some cases

halving the time required to attain a satisfactory

performance level.

1. Introduction

Over two decades ago, in The importance of starting small,

Elman put forward the idea that a curriculum of progres-

sively harder tasks could significantly accelerate a neural

network’s training (Elman, 1993). However curriculum

learning has only recently become prevalent in the field

(e.g., Bengio et al., 2009), due in part to the greater com-

plexity of problems now being considered. In particular, re-

cent work on learning programs with neural networks has

relied on curricula to scale up to longer or more compli-

cated programs (Sutskever and Zaremba, 2014; Reed and

de Freitas, 2015; Graves et al., 2016). We expect this trend

to continue as the scope of neural networks widens.

One reason for the slow adoption of curriculum learning

is that its effectiveness is highly sensitive to the mode of

progression through the tasks. One popular approach is to

define a hand-chosen performance threshold for advance-

ment to the next task, along with a fixed probability of re-

turning to earlier tasks, to prevent forgetting (Sutskever and

Zaremba, 2014). However, as well as introducing hard-to-

tune parameters, this poses problems for curricula where

appropriate thresholds may be unknown or variable across

tasks. More fundamentally, it presupposes that the tasks

can be ordered by difficulty, when in reality they may vary

along multiple axes of difficulty, or have no predefined or-

der at all.

We propose to instead treat the decision about which task

to study next as a stochastic policy, continuously adapted to

optimise some notion of what Oudeyer et al. (2007) termed

learning progress. Doing so brings us into contact with

the intrinsic motivation literature (Barto, 2013), where var-

ious indicators of learning progress have been used as re-

ward signals to encourage exploration, including compres-

sion progress (Schmidhuber, 1991), information acquisi-

tion (Storck et al., 1995), Bayesian surprise (Itti and Baldi,

2009), prediction gain (Bellemare et al., 2016) and varia-

tional information maximisation (Houthooft et al., 2016).

We focus on variants of prediction gain, and also introduce

a novel class of progress signals which we refer to as com-

plexity gain. Derived from minimum description length

principles, complexity gain equates acquisition of knowl-

edge with an increase in effective information encoded in

the network weights.

Given a progress signal that can be evaluated for each

training example, we use a multi-armed bandit algorithm

to find a stochastic policy over the tasks that maximises

overall progress. The bandit is nonstationary because the

behaviour of the network, and hence the optimal policy,

evolves during training. We take inspiration from a previ-

ous work that modelled an adaptive student with a multi-

armed bandit in the context of developmental learning

(Lopes and Oudeyer, 2012). Another related area is the

field of active learning, where similar gain signals have

been used to guide decisions about which data point to la-

bel next (Settles, 2010). Lastly, there are parallels with re-

cent work on using Bayesian optimisation to find the best

order in which to train a word embedding network on a lan-

guage corpus (Tsvetkov, 2016); however this differs from

our work in that the ordering was entirely determined be-
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fore each training run, rather than adaptively altered in re-

sponse to the model’s progress.

2. Background

We consider supervised or unsupervised learning problems

where target sequences b1,b2, . . . are conditionally mod-

elled given their respective input sequences a1,a2, . . . . For

convenience we suppose that the targets are drawn from a

finite set B, noting our framework extends to continuous

targets, with densities taking the place of probabilities. As

is typical for neural networks, sequences may be grouped

together in batches (b1:B ,a1:B) to accelerate training. The

conditional probability output by the model is

p(b1:B |a1:B) =
∏

i,j

p(bi
j |b

i
1:j−1,a

i
1:j−1).

From here onwards, we consider each batch as a single

example x from X := (A × B)N , and write p(x) :=
p(b1:B |a1:B) for its probability. Under this notation, a

task is a distribution D over sequences from X . A curricu-

lum is an ensemble of tasks D1, . . . , DN , and a sample is

an example drawn from one of the tasks of the curriculum.

Finally, a syllabus is a time-varying sequence of distribu-

tions over tasks.

We consider a neural network to be a parametric probabilis-

tic model pθ over X , whose parameters are denoted θ. The

expected loss of the network on the kth task is

Lk(θ) := E
x∼Dk

L(x, θ),

where L(x, θ) := − log pθ(x) is the sample loss on x.

Whenever unambiguous, we will simply denote the ex-

pected and sample losses by Lk and L(x) respectively.

2.1. Curriculum Learning

We consider two related settings. In the multiple tasks set-

ting, The goal is to perform as well as possible on all tasks

in the ensemble {Dk}; this is captured by the objective

function

LMT :=
1

N

N
∑

k=1

Lk.

In the target task setting, we are only interested in mini-

mizing the loss on the final task DN . The other tasks then

act as a series of stepping stones to the real problem. The

objective function in this setting is simply LTT := LN .

2.2. Adversarial Multi-Armed Bandits

We view a curriculum containing N tasks as an N -armed

bandit (Bubeck and Cesa-Bianchi, 2012), and a syllabus as

an adaptive policy which seeks to maximize payoffs from

this bandit. In the bandit setting, an agent selects a se-

quence of arms (actions) a1 . . . aT over T rounds of play

(at ∈ {1, . . . , N}). After each round, the selected arm

yields a payoff rt; the payoffs for the other arms are not

observed.

The classic algorithm for adversarial bandits is Exp3 (Auer

et al., 2002), which uses multiplicative weight updates to

guarantee low regret with respect to the best arm. On round

t, the agent selects an arm stochastically according to a pol-

icy πt. This policy is defined by a set of weights wt,i:

πEXP3
t (i) :=

ewt,i

∑N

j=1 e
wt,j

.

The weights are the sum of importance-sampled rewards:

wt,i := η
∑

s<t

r̃s,i r̃s,i :=
rsI[as=i]

πs(i)
.

Exp3 acts so as to minimize regret with respect to the single

best arm evaluated over the whole history. However, a com-

mon occurrence is for an arm to be optimal for a portion of

the history, then another arm, and so on; the best strategy

is then piecewise stationary. This is generally the case in

our setting, as the expected reward for each task changes as

the model learns. The Fixed Share method (Herbster and

Warmuth, 1998) addresses this issue by using an ǫ-greedy

strategy and mixing in the weights additively. In the ban-

dit setting, this is known as the Exp3.S algorithm (also by

Auer et al. (2002)):

πEXP3.P
t (i) := (1− ǫ)πEXP3

t (i) +
ǫ

N
(1)

wS

t,i := log
[

(1− αt) exp
{

wS

t−1,i + ηr̃
β
t−1,i

}

+
αt

N − 1

∑

j 6=i

exp
{

wS

t−1,j + ηr̃
β
t−1,j

}]

wS

1,i := 0 αt := t−1 r̃
β
s,i :=

rsI[as=i] + β

πs(i)
.

2.3. Reward Scaling

The appropriate step size η depends on the magnitudes of

the rewards, which may not be known a priori. The prob-

lem is particularly acute in our setting, where the magni-

tude depends on how learning progress is measured, and

varies over time as the model learns. To address this is-

sue, we adaptively rescale all rewards to lie in the interval

[−1, 1] using the following procedure: Let Rt be the his-

tory of unscaled rewards up to time t, i.e. Rt = {r̂i}
t−1
i=1 .

Let qlo
t and qhi

t be quantiles of Rt, which we choose here

to be the 20th and 80th percentiles respectively. The scaled

reward rt is obtained by clipping r̂t to the interval [qlo
t , q

hit ]
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and then linearly mapping the result to lie in [−1, 1]:

rt =











−1 if r̂t < qlo
t

1 if r̂t > qhi
t

2(r̂t−qlo
t
)

qhi
t
−qlo

t

− 1 otherwise.

(2)

Rather than keeping the entire history of rewards, we use

reservoir sampling to maintain a representative sample, and

compute approximate quantiles from this sample. These

quantiles can be obtained in Θ(log|Rt|) time.

3. Learning Progress Signals

Our goal is to use the policy output by Exp3.S as a syllabus

for training our models. Ideally we would like the policy

to maximize the rate at which we minimize the loss, and

the reward should reflect this rate – what Oudeyer et al.

(2007) calls learning progress. However, it usually is com-

putationally undesirable or even impossible to measure the

effect of a training sample on the target objective, and we

therefore turn to surrogate measures of progress. Broadly,

these measures are either 1) loss-driven, in the sense that

they equate reward with a decrease in some loss; or 2)

complexity-driven, when they equate reward with an in-

crease in model complexity.

Training proceeds as follows: at each time t, we first sam-

ple a task index k ∼ πt. We then generate a sample from

this task, i.e. x ∼ Dk. Note that each x is in general

a batch of training sequences, and that in order to reduce

noise in the gain signal we draw the whole batch from a

single task. We compute the chosen measure of learning

progress ν then divide by the time τ(x) required to process

the sample (since it is the rate of progress we are concerned

with, and processing time may vary from task to task) to get

the raw reward r̂ = ν/τ(x) For the purposes of this work,

τ(x) was simply the length of the longest input sequence

in x; for other tasks or architectures a more complex cal-

culation may be required. We then rescale r̂ into a reward

rt ∈ [−1, 1], and provide it to Exp3.S. The procedure is

summarized as Algorithm 1.

3.1. Loss-driven Progress

We consider five loss-driven progress signals, all which

compare the predictions made by the model before and af-

ter training on some sample x. The first two signals we

present are instantaneous in the sense that they only depend

on x. Such signals are appealing because they are typically

cheaper to evaluate, and are agnostic about the overall goal

of the curriculum. The remaining three signals more di-

rectly measure the effect of training on the desired objec-

tive, but require an additional sample x
′. In what follows

we denote the model parameters before and after training

on x by θ and θ′ respectively.

Algorithm 1 Intrinsically Motivated Curriculum Learning

Initially: wi = 0 for i ∈ [N ]

for t = 1 . . . T do

π(k) := (1− ǫ) ewk∑
i
ewi

+ ǫ
N

Draw task index k from π
Draw training sample x from Dk

Train network pθ on x

Compute learning progress ν (Sections 3.1 & 3.2)

Map r̂ = ν/τ(x) to r ∈ [−1, 1] (Section 2.3)

Update wi with reward r using Exp3.S (1)

end for

Prediction gain (PG). Prediction gain is defined as the

instantaneous change in loss for a sample x, before and

after training on x:

νPG := L(x, θ)− L(x, θ′).

When pθ is a Bayesian mixture model, prediction gain up-

per bounds the model’s information gain (Bellemare et al.,

2016), and is therefore closely related to the Bayesian pre-

cept that learning is a change in posterior.

Gradient prediction gain (GPG). Computing predic-

tion gain requires an additional forward pass. When pθ is

differentiable, an alternative is to consider the first-order

Taylor series approximation to prediction gain:

L(x, θ′) ≈ L(x, θ) + [∇L(x, θ)]
⊤
∆θ,

where ∆θ is the descent step. Taking this step to be the

negative gradient −∇θL(x, θ) we obtain the gradient pre-

diction gain

νGPG := ‖∇L(x, θ)‖22.

This measures the magnitude of the gradient vector, which

has been used an indicator of data salience in the active

learning literature (Settles et al., 2008). We will show be-

low that gradient prediction gain is a biased estimate true

expected learning progress, and in particular favours tasks

whose loss has higher variance.

Self prediction gain (SPG). Prediction gain is a biased

estimate of the change in Lk(θ), the expected loss on task

k. Having trained on x, we naturally expect the sample loss

L(x, θ) to decrease, even though the loss at other points

may increase. Self prediction gain addresses this issue by

sampling a second time from the same task and estimating

progress on the new sample:

νSPG := L(x′, θ)− L(x′, θ′) x
′ ∼ Dk.
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Target prediction gain (TPG). We can take the self-

prediction gain idea further and evaluate directly on the

loss of interest, which has has also been considered in ac-

tive learning (Roy and Mccallum, 2001). In the target task

setting, this becomes

νTPG := L(x′, θ)− L(x′, θ′) x
′ ∼ DN .

Although this might seem like the most accurate measure

so far, it tends to suffer from high variance, and also runs

counter to the premise that, early in training, the model can-

not improve on the difficult target task and should instead

train on a task that it can master.

Mean prediction gain (MPG). Mean prediction gain is

the analogue of target prediction gain in the multiple tasks

setting, where it is natural to evaluate our progress across

all tasks. We write

νMPG := L(x′, θ)− L(x′, θ′) x
′ ∼ Dk, k ∼ UN ,

where UN denotes the uniform distribution over

{1, . . . , N}. Mean prediction gain has additional

variance from sampling an evaluation task k ∼ UN .

3.2. Complexity-driven Progress

So far we have considered gains that gauge the network’s

learning progress directly, by observing the rate of change

in its predictive ability. We now turn to a novel set of

gains that instead measure the rate at which the network’s

complexity increases. These gains are underpinned by the

Minimum Description Length (MDL) principle (Rissanen,

1986; Grünwald, 2007): in order to best generalise from a

particular dataset, one should minimise the number of bits

required to describe the model parameters plus the number

of bits required for the model to describe the data.

According to the MDL principle, increasing the model

complexity by a certain amount is only worthwhile if it

compresses the data by a greater amount. We would there-

fore expect the complexity to increase most in response to

the training examples from which the network is best able

to generalise. These examples are exactly what we seek

when attempting to maximise learning progress.

MDL training for neural networks (Hinton and Van Camp,

1993) can be practically realised with stochastic variational

inference (Graves, 2011; Kingma et al., 2015; Blundell

et al., 2015). In this framework a variational posterior

Pφ(θ) over the network weights is maintained during train-

ing, with a single weight sample drawn for each training

example. The parameters φ of the posterior are optimised,

rather than θ itself. The total loss is the expected log-loss

of the training dataset1 (which in our case is the complete

1MDL deals with sets rather than distributions; in this context

curriculum), plus the KL-divergence between the posterior

and some fixed (Blundell et al., 2015) or adaptive (Graves,

2011) prior Qψ(θ):

LV I(φ, ψ) = KL(Pφ ‖Qψ)
︸ ︷︷ ︸

model complexity

+
∑

k

∑

x∈Dk

E
θ∼Pφ

L(x, θ)

︸ ︷︷ ︸

data cost

.

Since we are using stochastic gradient descent we need to

determine the per-sample loss for both the model complex-

ity and the data. Defining S :=
∑

k |Dk| as the total num-

ber of samples in the curriculum we obtain

LV I(x, φ, ψ) :=
1

S
KL(Pφ ‖Qψ) + E

θ∼Pφ

L(x, θ), (3)

with LV I(φ, ψ) =
∑

k

∑

x∼Dk
LV I(x, φ, ψ). Some of the

curricula we consider are algorithmically generated, mean-

ing that the number of samples in each task is undefined.

The treatment suggested by the MDL principle is to divide

the complexity cost by the total number of samples gener-

ated so far. However we simplified matters by setting S to a

large constant that roughly matches the number of samples

we expect to see during training.

We used a diagonal Gaussian for both P and Q, allowing us

to determine the complexity cost analytically:

KL(Pφ ‖Qψ) =
(µφ − µψ)

2 + σ2

φ − σ2

ψ

2σ2

ψ

+ ln

(
σψ

σφ

)

,

where µφ, σ
2

φ and µψ, σ
2

ψ are the mean and variance

vectors for Pφ and Qψ respectively. We adapted ψ

with gradient descent along with φ, and the gradient

of Eθ∼Pφ
L(x, θ) with respect to φ was estimated using

the reparameterisation trick2 (Kingma and Welling, 2013)

with a single Monte-Carlo sample. The SoftPlus function

y = ln(1 + ex) was used to ensure that the variances were

positive (Blundell et al., 2015).

Variational complexity gain (VCG). The increase of

model complexity induced by a training example can be es-

timated from the change in complexity following a single

parameter update from φ to φ′ and ψ to ψ′, yielding

νV CG := KL(Pφ′ ‖Qψ′)−KL(Pφ ‖Qψ)

Gradient variational complexity gain (GVCG). As
with prediction gain, we can derive a first order Taylor ap-

we consider each Dk in the curriculum to be a dataset sampled
from the task distribution, rather than the distribution itself

2The reparameterisation trick yields a better gradient estimator
for the posterior variance than that used in (Graves, 2011), which
requires either calculation of the diagonal of the Hessian, or a
biased approximation using the empirical Fisher. The gradient
estimator for the posterior mean is the same in both cases.
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proximation using the direction of gradient descent:

KL(Pφ′ ‖Qψ′) ≈ KL(Pφ ‖Qψ)

− [∇φ,ψKL(Pφ ‖Qψ)]
⊤ ∇ψ,φLMDL(x, φ, ψ)

=⇒ νV CG ≈ C − [∇φ,ψKL(Pφ ‖Qψ)]
⊤ ∇φ E

θ∼Pφ

L(x, θ),

where C is a term that does not depend on x and is there-

fore irrelevant to the gain signal. We define the gradient

variational complexity gain as

νGV CG := [∇φ,ψKL(Pφ ‖Qψ)]
⊤
∇φ E

θ∼Pφ

L(x, θ),

which is the directional derivative of the KL along the gra-

dient descent direction. We believe that the linear approxi-

mation is more reliable here than for prediction gain, as the

model complexity has less curvature than the loss surface.

Relationship to VIME. Variational Information Maxi-

mizing Exploration (VIME) (Houthooft et al., 2016), uses

a reward signal that is closely related to variational com-

plexity gain. The difference is that while VIME measures

the KL between the posterior before and after a step in pa-

rameter space, we consider the change in KL between the

posterior and prior induced by the step. Therefore, while

VIME looks for any change to the posterior, we focus only

on changes that alter the divergence from the prior. Further

research will be needed to assess the relative merits of the

two signals.

L2 gain (L2G). Variational inference tends to slow down

learning, making it appealing to define a complexity-based

progress signal applicable to more conventionally trained

networks. Many of the standard neural network regularisa-

tion terms, such as Lp-norms, can be viewed as defining an

upper bound on model description length (Graves, 2011).

We therefore hypothesize that the increase in regularisation

cost will be indicative of the increase in model complexity.

To test this hypothesis we consider training with a standard

L2 regularisation term added to the loss:

LL2(x, θ) = L(x, θ) +
α

2
‖θ‖2

2
(4)

where α is an empirically chosen constant. In this case the

complexity gain can be defined as

νL2G := ‖θ′‖2
2
− ‖θ‖2

2
(5)

where we have dropped the α/2 term as the gain will any-

way be rescaled to [−1, 1] before use. The corresponding

first-order approximation is

νGL2G := [θ]
⊤
∇θL(x, θ) (6)

It is possible to calculate L2 gain for unregularized net-

works; however we found this an unreliable signal, pre-

sumably because the network has no incentive to decrease

complexity when faced with uninformative data.

3.3. Prediction Gain Bias

Prediction gain, self prediction gain and gradient prediction

gain are all closely related, but incur varying degrees of

bias and variance. We now present a formal analysis of the

biases present in each, noting that a similar treatment can

be applied to our complexity gains.

We assume that the loss L is locally well-approximated by

its first-order Taylor expansion:

L(x, θ′) ≈ L(x, θ) +∇L(x, θ)⊤∆θ (7)

where ∆θ := θ′ − θ. For ease of exposition, we also sup-

pose the network is trained with stochastic gradient descent

(the same argument leads to similar conclusions when con-

sider higher-order optimization methods):

∆θ := −α∇L(x, θ). (8)

We define the true expected learning progress as

ν := E
x
′∼D

[L(θ)− L(θ′)] = α
∥

∥ E
x
′∼D

∇L(x, θ)
∥

∥

2

,

with the identity following from (8) (recall that L(θ) =
Ex L(θ)). The expected prediction gain is then

νPG = E
x
′∼D

[L(x, θ)− L(x, θ′)] = α E
x
′∼D

∥

∥∇L(x, θ)
∥

∥

2

.

Defining

V
(

∇L(x, θ)
)

:= E
∥

∥∇L(x, θ)− E∇L(x′, θ)‖2,

we find that prediction gain is the sum of two terms: true

expected learning progress, plus the gradient variance:

νPG = ν + V
(

∇L(x, θ)
)

.

We conclude that for equal learning progress, a prediction

gain-based curriculum maximizes variance. The problem

is made worse when using gradient prediction gain, which

actually relies on the Taylor approximation (7). On the

other hand, self prediction gain is an unbiased estimate of

expected learning progress:

E
x

νSPG = E
x,x′∼D

[L(x′, θ)− L(x′, θ′)] = ν.

Naturally, its use of two samples results in higher variance

than prediction gain, suggesting a bias-variance trade off

between the two estimates.

4. Experiments

To test the efficacy of our approach, we applied all the

gains defined in the previous section to three task suites:

synthetic language modelling on text generated by n-gram
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fastest progress, inducing a kind of implicit curriculum, al-

beit with the inefficiency of unnecessary samples. For max-

imum likelihood training, we found prediction gain to be

the most consistent signal, while for variational inference

training, gradient variational complexity gain performed

best. Importantly, both are instantaneous, in the sense that

they can be evaluated using only the samples used for train-

ing. As well as being more efficient, this has broader appli-

cability to tasks where external evaluation is difficult, and

suggests that learning progress is best assessed on a local,

rather than global basis.
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ཆ᮷㘫䈁˖⾎㓿㖁㔌㠚ࣘ䈮〻ᆖҐ

Alex Graves, Marc G. Bellemare, Jacob Menick, Rémi Munos, Koray Kavukcuoglu

᪈᪈᪈㾱㾱㾱

ᡁԜӻ㓽а㠚ࣘ䘹ᤙՈॆ䐟ᖴᡆ㘵ᮉᆖབྷ㓢Ⲵᯩ⌅֯ᗇ⾎㓿㖁

㔌ਟԕ䙊䗷䈮〻ᴰབྷॆᆖҐ᭸⦷Ǆሶ㖁㔌Ӿ⇿њᮠᦞṧᵜᆖҐⲴ䟿Ⲵ

ᓖ䟿Ѫ྆࣡ؑਧᨀ㔉䶎っᘱཊ㟲㘱㱾ᵪ㇇⌅ˈަ❦ਾ⺞ᇊ䲿ᵪᮉ

ᆖབྷ㓢ǄᡁԜ㘳㲁ӾᆖҐ䘋ᓖⲴєњн਼ᤷḷᗇࠪⲴа㌫ؑࡇਧ˖亴

⍻㋮ᓖⲴ࣐⦷઼㖁㔌༽ᵲᓖⲴ࣐⦷Ǆ൘йњ䈮〻ⲴLSTM㖁㔌Ⲵ

ᇎ傼㔃᷌㺘᰾ᡁԜⲴᯩ⌅ਟԕᱮ⵰࣐䙏ᆖҐˈ൘ḀӋᛵߥлਟԕሶ㖁

㔌䗮ࡠ┑㺘⧠≤ᒣᡰ䴰Ⲵ䇝㓳ᰦ䰤㕙⸝аॺǄ

1 ӻӻӻ㓽㓽㓽

Ҽॱཊᒤࡽˈ൘ӾቁࡠཊⲴ䟽㾱ᙗ᮷ㄐѝˈElmanᨀࠪҶ䙀⑀࣐

䳮ᓖⲴ䈮〻ਟ㜭ਟԕᱮ㪇Ⲵ࣐ᘛⲴ⾎㓿㖁㔌䇝㓳Ⲵᜣ⌅(Elman,1993)Ǆ

❦㘼䈮〻ᆖҐӵӵᴰ䘁൘䘉њ亶ฏਈᗇ⍱㹼䎧ᶕ(ֻྲˈBengioㅹ

Ӫ2009Ⲵᐕ)䜘࠶ഐᱟᴤ࣐༽ᵲⲴ䰞仈㻛㘳㲁ҶǄ⢩࡛ൠˈᴰ䘁Ⲵ

⾎㓿㖁㔌ⲴᆖҐ〻ᒿ䎆Ҿ䈮〻৫ᢙኅࡠᴤ࣐䮯ᰦ䰤઼ᴤ࣐༽ᵲⲴ〻ᒿ

˄(Sutskever઼Zaremba, 2014; Reed ઼de Freitas, 2015; GravesㅹӪ, 2016 Ǆ˅

ᡁԜᵏᖵ䘉њ䎻࣯Պ䘋а↕䲿⵰⾎㓿㖁㔌Ⲵ㿴⁑Ⲵᓎབྷॆ㘼䘋а↕ᔦ㔝Ǆ

䈮〻ᆖҐᖸ㕃ធⲴ㻛䟷⭘ⲴањഐᱟᆳⲴᴹ᭸ᙗሩҾԫ࣑ѻ䰤ᆖҐ

䗷〻Ⲵ⁑ᔿ儈ᓖᝏǄањ⍱㹼Ⲵᯩ⌅ᱟሩҾ䘋а↕ᆖҐⲴᯠԫ࣑৫ᐕ
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䇮ᇊањᙗ㜭Ⲵ䰸٬ˈդ䲿⵰ањപᇊⲴᾲ⦷䈳ᮤࡠㆰঅⲴԫ࣑ԕ䱢→䚇

ᘈǄ❦㘼ˈ৸ഐѪ䘉ᕅޕҶॱ࠶ഠ䳮䈳㢲Ⲵ৲ᮠˈሩҾ䈮〻ᶕ䈤䘉֯ᗇਟ

䶐Ⲵ䰸٬ᱟањᵚ⸕Ⲵਈ䟿ᡆ㘵䲿⵰ԫਁ࣑⭏᭩ਈⲴਈ䟿Ǆᴤ࣐สᵜൠˈ

䘉亴䇮Ҷԫ࣑ਟԕᦞ䳮ᓖᶕ㻛ᧂᒿˈ❦㘼൘⧠ᇎѝԫ࣑ਟ㜭൘н਼Ⲵ

ḷ䖤к䳮ᓖнаṧˈᡆ㘵ṩᵜ⋑ᴹ亴䇮Ⲵ亪ᒿǄ

ᡁԜᨀࠪоަᢺ䪸ሩଚањԫ࣑㻛䘋а↕ᆖҐߣڊᇊ㿶ањ䲿ᵪ

Ⲵ᭯ㆆˈнྲ䘎㔝Ⲵ৫䘲ᓄൠՈॆOudeyerㅹӪ(2007) ભⲴᆖҐ䘋〻Ⲵ

ᾲᘥǄ䘉ṧ֯ڊᡁԜ㚄㌫каӋ᧒䇘ᵜ䍘ⲴࣘᵪⲴ᮷⥞˄Bartoˈ2013˅̍

ަѝнаṧⲴᆖҐ䘋〻ᖃѝⲴᤷ⽪ഐᆀ㻛⭘྆࣡ؑਧᶕ◰࣡᧒㍒ˈ䘉

वᤜ㕙䗷〻(Schmidhuber, 1991)ˈؑ㧧ਆ(Storck ㅹӪ, 1995)ˈ䍍ਦᯟ

ཷ(Itti઼Baldi,2009)ˈ亴⍻䟿࣐(Bellemare ㅹӪ, 2016)઼ਈؑ࠶ᴰབྷ

ॆ(Houthooft et al., 2016)ǄᡁԜ㚊❖൘亴⍻䟿࣐ⲴаӋਈᯩ⌅ˈ਼ᰦ

ҏᕅޕаӋᯠཷⲴ䘋ᓖؑਧ㊫රˈᡁԜᢺᆳ〠༽ᵲᓖ࣐Ǆ䙊䗷ᴰሿॆ

᧿䘠䮯ᓖࡉˈ༽ᵲᓖ⳺ㅹԧҾդ䲿⵰㻛㕆⸱ࡠ㖁㔌ᵳ䟽ѝⲴᴹ᭸ؑ

Ⲵ࣐ᡰሩᓄⲴ⸕䇶Ⲵ㧧ਆǄ

㔉ࠪਟԕ䪸ሩ⇿њ䇝㓳⽪ֻ䘋㹼䇴ՠⲴ䘋ᓖؑਧˈᡁԜ֯⭘ཊ㟲㘱㱾

ᵪ㇇⌅ᶕࡠᴰབྷॆᮤփ䘋ᓖⲴԫ࣑Ⲵ䲿ᵪㆆ⮕Ǆ⭡Ҿ㖁㔌Ⲵ㹼Ѫˈ䍼ঊ

ቍ䈅ᱟнっᇊⲴˈഐ↔൘䇝㓳䗷〻ѝᴰՈㆆ⮕ҏՊਁ⭏ਈॆǄᡁԜӾԕࡽ

Ⲵᐕ(Lopes ઼Oudeyer, 2012)ѝᗇࡠ⚥ᝏˈ൘ԕਁኅᆖҐѪ㛼ᲟⲴᛵߥ

лˈᡁԜሶ㠚䘲ᓄᆖ⭏ԕཊ㟲㘱㱾ᵪԫ࣑䇮ᇊᔪ⁑Ǆਖањޣ亶ฏᱟѫ

ࣘᆖҐ亶ฏˈަѝᐢ㓿֯⭘㊫լⲴ⳺ؑਧᶕᤷሬлањḷ䇠ଚӋᮠᦞ⛩

Ⲵߣᇊ(Settles, 2010)Ǆᴰਾˈᴰ䘁ᴹ֯ޣ⭘䍍ਦᯟՈॆࡠ൘䈝䀰䈝ᯉᓃ

к䇝㓳অ䇽፼ޕ㖁㔌Ⲵᴰ֣亪ᒿⲴᐕ(Tsvetkov, 2016)઼ᡁԜⲴᐕᴹӋ

㊫լ˗❦㘼ˈ䘉оᡁԜⲴᐕн਼ˈഐѪ൘⇿⅑䇝㓳ѻࡽˈᧂᒿᱟᆼޘ⺞

ᇊⲴˈ㘼нᱟṩᦞ⁑රⲴ䘋ᓖ㘼㠚䘲ᓄൠ᭩ਈǄ

2 㛼㛼㛼ᲟᲟᲟ

ᡁԜ㘳㲁ⴁⶓᡆᰐⴁⶓⲴᆖҐ䰞仈ˈަѝⴞḷᒿࡇb
1
, b

2
, ...൘㔉ᇊ㠚

Ⲵ䗃ޕᒿࡇa
1
,a

2
, ...ⲴᶑԦлᔪ⁑ǄѪᯩׯ䎧㿱ˈᡁԜٷ䇮ⴞḷᱟᶕ㠚ᴹ

䲀Ⲵ䳶ਸBˈ⌘ࡠᡁԜⲴṶᷦਟԕᔦըࡠᤱ㔝Ⲵⴞḷˈਚ䴰⭘ᇶᓖ࠭ᮠਆ

ԓᾲ⦷࠶ᐳǄྲ䙊ᑨⲴ⾎㓿㖁㔌ˈᒿࡇਟԕ࠶ᢩ࠶㓴൘а䎧(b1:B,a1:B),ԕ

䙏䇝㓳Ǆ⁑රⲴᶑԦᾲ⦷ᱟ࣐

p(b1:B,a1:B) =
∏

i,j

p(bij |b
i
1:j−1

, ai
1:j−1

).
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Ӿ䘉䟼ᔰˈᡁԜ㘳㲁⇿аᢩѪX := (A × B)NⲴањֻᆀx, ᒦф

䇠p(x) := p(b1:B|a1:B)Ѫ䘉њⲴᾲ⦷Ǆ൘䘉њḷ䇠лˈањԫ࣑ᱟ൘Xкᒿ

,Ⲵ䳶ᡀD1࣑ᐳǄањ䈮〻ᱟ䘉Ӌԫ࠶кⲴаᵜࡇ · · · , DN ,ᒦфަѝањṧ

ᵜᱟӾ䈮〻ѝⲴањԫ࣑Ⲵ䟷ṧᗇࡠⲴṧֻǄᴰਾˈањᮉṸᱟањԫ࣑

ԜкⲴ䲿ᰦ䰤ਈॆⲴ࠶ᐳᒿࡇǄ

ᡁ㘳㲁⾎㓿㖁ѪањXк৲ᮠॆᾲ⦷⁑රpθ,ᆳⲴ৲ᮠ㻛䇠ѪθǄㅜkth
ԫ

к⾎㓿㖁㔌Ⲵᵏᵋᦏཡᱟ࣑

Lk(θ) := E
x∼Dk

L(x, θ),

ަѝL(x, θ) := − log pθ(x)ᱟањxкⲴ䟷ṧᦏཡǄᖃ⋑ᴹ↗ѹⲴᛵߥлˈ

ᡁԜሶՊㆰঅⲴ࡛࠶䇠ᵏᵋ઼䟷ṧᦏཡѪLk઼L(x)Ǆ

2.1 䈮䈮䈮〻〻〻ᆖᆖᆖҐҐҐ

ᡁԜ㘳㲁єњޣ㚄䎧ᶕⲴ䇮ᇊǄ൘ཊԫ࣑Ⲵ䇮㖞ѝˈⴞḷᱟ൘ᡰᴹⲴ

ԫ࣑Ⲵ䳶ᡀ{Dk}кቭਟ㜭䜭㺘⧠Ⲵྭ˗䘉њ㻛ᴹⴞḷ࠭ᮠ

LMT :=
1

N

N∑

k=1

Lk,

൘ⴞḷԫ࣑Ⲵ䇮㖞ѝˈᡁԜӵӵሩҾሩҾᴰሿॆᴰਾԫ࣑DNⲴᦏཡǄаӋ

ԫ࣑❦ਾᢞ╄Ҷа㌫ޣࡇҾⵏᇎ䰞仈Ⲵ䐣ᶯǄ䘉њᴰ㓸Ⲵⴞḷ࠭ᮠਟԕ㻛

ㆰঅᇊѹѪ

LT T := LN.

2.2 ሩሩሩᣇᣇᣇཊཊཊ㟲㟲㟲㘱㘱㘱㱾㱾㱾ᵪχχ

ᡁԜᢺањवਜ਼ⲴNњԫ࣑Ⲵ䈮〻㿶ڊањཊ㟲㘱㱾ᵪ(Bubeck and

Cesa-Bianchi, 2012)ˈᡁԜᢺањᮉᆖབྷ㓢㿶ڊањ㠚䘲ᓄⲴ᭯ㆆᶕራ䘉

њ䍼ঊ䰞仈ⲴᴰབྷഎᣕǄ൘䘉њ䍼ঊ䰞仈Ⲵ䇮㖞ѝˈањԓ⨶䘹ᤙа㌫ࡇ

㟲˄㹼ࣘ˅a1 · · · aT൘T⅑⑨ᠿѝǄ൘⇿а䖞ਾˈ㻛䘹ᤙⲴ㟲Պӗ⭏ањഎ

ᣕrt˗㘼ަԆ㟲ⲴഎᣕሶнՊ㻛㿲⍻ࡠǄ

㓿ިⲴሩᣇ㘱㱾ᵪⲴ㇇⌅ᱟExp3˄Auer et al., 2002˅̍ ԆԜ࡙⭘Ҷ҈

ᙗⲴᵳ䟽ᴤᯠᶕ؍䇱ሩҾᴰՈⲴ㟲Ⲵ䚇〻ᓖቭਟ㜭ⲴվǄ൘t䖞ˈԓ⨶
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ᦞ᭯ㆆπt䲿ᵪⲴ䘹ᤙањ㟲Ǆ䘉њ᭯ㆆ⭡ањ䳶ਸⲴᵳ䟽wt,iᡰᇊѹ:

πEXP3
t (i) :=

ewt,i

∑N

j=1 e
wt,j

䘉Ӌᵳ䟽Ⲵᱟ䟽㾱ᙗ䟷ṧ྆࣡Ⲵ઼࣐˖

wt,i := η
∑

s<t

r̃s,i

r̃s,i :=
rsIas=i

πs(i)

Exp3 䘉ṧڊ൘ᴰሿॆޣҾ⭡শਢ䇑㇇অњᴰՈⲴ㟲Ⲵ䚇〻ᓖǄ❦

㘼ˈањᲞ䙽Ⲵ䚝䙷ᱟањ㟲ਚՊ൘শਢка⇥∄ֻкᡀѪᴰՈⲴˈ❦

ਾᱟлањ㟲ˈ❦ਾ䘉њ䗷〻㔗㔝˗ᴰՈⲴㆆ⮕ਈᡀ䙀⇥പᇊⲴǄ䘉ᱟ

ᡁԜ䇘䇪ᛵߥⲴ䇮ᇊˈሩҾԫ࣑Ⲵᵏᵋ྆࣡Պ䲿⵰⁑රᆖҐ㘼ਁ⭏᭩ਈǄ

പᇊ࠶ӛᯩ⌅(Herbster and Warmuth, 1998)䙊䗷࡙⭘ǫ䍚ႚㆆ⮕઼࣐ᙗᵳ

䟽ⲴਸᤷࠪҶ䘉њ䰞仈Ǆ൘䍼ঊⲴ䇮ᇊѝˈ䘉⭡Exp3.S㇇⌅(Auer et al.

(2002))㘼ࠪ,

π
EXP3,S
t (i) := (1− ǫ)πEXP3

t (i) +
ǫ

N

wS
t,i := log[(1− αt)e

wS
t−1,i+ηr̃

β
t−1,i +

αt

N − 1

∑

j 6=i

ew
S
t−1,j+ηr̃

β
t−1,j ]

wS
1,i := 0, αt := t−1, r̃

β
s,i :=

rsIas=i+β

πs(i)

2.3 ྆྆྆࣡࣡࣡∄∄∄ֻֻֻ

䘲ᖃⲴ↕䮯典ਆߣҾഎᣕⲴབྷሿˈᆳਟ㜭нՊ㻛〠Ѫݸ傼Ǆ൘ᡁԜⲴ

䇮㖞ѝ䰞仈ᱟ⢩࡛ѕ䟽ⲴˈަѝⲴབྷሿਆߣҾᆖҐ䘋ኅ㻛ྲօⲴ⍻䟿ᒦф

䲿⵰ᵪಘⲴᆖҐ൘ᆳн਼ᰦ䰤наṧǄѪҶ䀓ߣ䘉њ䰞仈ˈᡁԜ㠚䘲ᓄⲴ

䟽ᯠ䈳ᮤᡰᴹⲴ྆࣡֯ަ㩭൘[−1, 1]Ⲵ४䰤к˖䇙Rtᵚ㻛䈳ᮤⲴ྆࣡࠭ᮠ

ᡚ→ⲴশਢˈণRttᰦࡠ = {r̂i}
t−1
i=1Ǆ䇙qlot ઼qhit ѪRtⲴ࠶սᮠˈᡁԜ䘹ᤙ

սᮠǄ㻛㕙᭮Ⲵ྆࣡rt⭡r̂t൘[qlot࠶Ѫ20th઼80thⲮ࡛࠶ަ , q
hi
t ]ᡚᯝᡰᗇࡠ❦

ਾሶަ㓯ᙗ᱐ሴ1−]ࡠ, 1]̟

rt =



































− 1 if r̂t < qlot

1 if r̂t > qhit

2(r̂t − qlot )

qhit − qlot
− 1 otherwise.

(1)
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∄Ҿ؍⮉ᡰᴹশਢⲴ྆࣡ˈᡁԜ࡙⭘≤ᓃᣭṧⲴᯩ⌅৫㔤ᤱ৸㺘⽪ᙗⲴ

ṧᵜˈᒦ䇑㇇䘉њṧᵜՠ䇑Ⲵ࠶սᮠǄ䘉њ࠶սᮠਟԕ࡙⭘Θ(log |Rt|)Ⲵ

ᰦ䰤ᶕ㧧ᗇǄ

3 ᆖᆖᆖҐҐҐ䗷䗷䗷〻〻〻ؑؑؑਧਧਧ

ᡁԜⲴⴞḷᱟ৫࡙⭘Exp3.S䗃ࠪⲴ᭯ㆆᖃڊањᮉᆖབྷ㓢ᶕ䇝㓳ᡁԜ

Ⲵ⁑රǄ⨶ᜣൠˈᡁԜᜣ⭘᭯ㆆ৫ᴰབྷॆᡁԜ㜭ᴰሿॆᦏཡⲴ∄ֻˈᒦф

྆࣡࠭ᮠᓄ䈕㜭ཏ৽᱐䘉њ∄ֻˈOudeyerㅹӪᢺ䘉њ〠ᆖҐ䘋〻Ǆ❦

㘼ˈ䘉㓿ᑨᱟ䇑㇇кн㻛ᜣ㾱Ⲵˈᡆ㘵⭊㠣нਟ㜭৫ᓖ䟿䇝㓳ṧᵜሩҾⴞ

ḷ࠭ᮠⲴᖡ૽ˈᒦфᡁԜഐ↔䖜㘼৫ᴯԓ䘋〻Ⲵᓖ䟿Ǆᒯѹк䈤ˈ䘉Ӌᓖ

䟿㾱Ѹ1˅สҾᦏཡⲴˈᙍᱟԆԜ䇢઼྆࣡ᦏཡⲴл䱽ㅹԧ䎧ᶕ˗2˅༽

ᵲᓖ傡ࣘˈᖃԆԜሶ⁑ර༽ᵲᓖ઼྆࣡ㅹ਼䎧ᶕǄ

䇝㓳Ⲵ䗷〻䘉ṧ䘋㹼˖൘⇿ањᰦ䰤t,ᡁԜݸሩԫ࣑Ⲵлḷ䘋㹼ањ

䟷ṧk ∼ πtǄᡁԜ❦ਾ⭏ᡀањ䘉њԫ࣑Ⲵ䟷ṧˈণx ∼ DkǄ⌘ࡠ⇿а

њxᱟа᯿䇝㓳ᒿࡇˈᒦфѪҶ৫䱽վ㧧ᗇⲴؑਧⲴಚ༠ˈᡁԜᣭਆ䘉њ

ԫ࣑ᖃѝⲴᮤњᆼᮤⲴ᯿ǄᡁԜ䇑㇇ᡰ䘹ᇊⲴᆖҐ䘋〻Ⲵᓖ䟿v❦ਾ䲔ԕ

㻛༴⨶ṧᵜᡰ䴰㾱Ⲵᰦ䰤τ(x)˄ഐѪ䘉ᱟᡁԜޣᗳⲴᆖҐ䘋〻Ⲵ∄ֻˈᒦ

ф༴⨶ᰦ䰤ਟ㜭ᦞԫ࣑Ⲵн਼㘼᭩ਈ˅ᶕ㧧ᗇⲴ྆࣡r̂ = v/τ(x)Ǆ

⭡Ҿԫ࣑ⲴⴞⲴˈτ(x)ӵᱟxᴰ䮯Ⲵ䗃ޕᒿࡇⲴ䮯ᓖ;ሩҾަԆⲴԫ઼࣑

㔃ᶴањᴤ࣐༽ᵲⲴ䇑㇇ਟ㜭Պ㻛䴰㾱ǄᡁԜ❦ਾ䈳ᮤr̂ᡀѪањ྆࣡࠭

ᮠrt ∈ [−1, 1],ᒦሶަӔ㔉Exp3.SǄ䘉њ䗷〻⭡㇇⌅1ᙫ㔃Ǆ

3.1 ᦏᦏᦏཡཡཡ傡傡傡ࣘࣘࣘⲴⲴⲴ䘋䘋䘋〻〻〻

ᡁԜ㘳㲁5њᦏཡ傡ࣘⲴؑਧˈᖃѝᡰᴹⲴ䜭∄䖳Ҷ൘Ḁњṧᵜxк⁑

ර䇝㓳ࡽਾⲴ亴⍻ǄࡽєњؑਧˈᡁԜኅ⽪Ⲵᱟ৺ᰦⲴؑਧˈަਚ䎆

ҾxǄ䘉ṧⲴؑਧᱟॱާ࠶ᴹ੨ᕅ࣋Ⲵˈ⭡ҾԆԜᲞ䙽䇑㇇ᴤ࣐ᓹԧˈᒦ

фᱟሩҾᮤњޘተⲴ䈮〻ᱟнਟ⸕ⲴǄ࢙лⲴйњؑਧᴤ࣐ⴤ᧕Ⲵᓖ䟿Ҷ

䇝㓳൘㻛ᵏᵋⲴⴞḷ࠭ᮠкⲴ᭸᷌ˈն䴰㾱仍ཆⲴ䟷ṧx
′
Ǆ൘᧕лᶕⲴ䜘

ᐳѪθ઼θ′Ǆ࠶ਾⲴ⁑ර৲ᮠࡽᡁԜ䇠൘xк䇝㓳࠶

亴亴亴⍻⍻⍻࣐࣐࣐˄˄˄PG˅˅˅亴⍻⳺㻛ᇊѹѪxк䇝㓳ࡽਾṧᵜxⲴⷜᰦᦏཡਈ
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Algorithm 1 ൘ࣘᵪ䈮〻ᆖҐ

Initially:

wi = 0 for i ∈ [N ]

for t = 1 . . . T do

π(k) := (1− ǫ) e
wk∑
i
ewi

+ ǫ

N

Ӿπѝ䟷ṧᗇࡠлḷk

ӾDkѝ䟷ṧᗇࡠx

Ӿxк䇝㓳⁑රpθ

䇑㇇䇝㓳䘋〻v(ㄐ㢲3.1&3.2)

᱐ሴr̂ = v/τ(x)Ҿr ∈ [−1, 1]ѝ˄ㄐ㢲2.3˅

࡙⭘྆࣡r઼Exp3.Sᴤᯠwi

end for

2

2

ॆ˖

vPG := L(x, θ) − L(x, θ′),

ᖃpθᱟањ䍍ਦᯟਸ⁑රˈ亴⍻䟿ᱟ⁑රؑ䟿Ⲵк⭼ˈᒦфഐ↔

ᴤ࣐䍤䘁Ҿ䍍ਦᯟⲴᾲᘥˈᆖҐᱟਾ傼Ⲵ᭩ਈǄ

ởởởᓖᓖᓖ亴亴亴⍻⍻⍻⳺⳺⳺˄˄˄GPG˅˅˅Ǆ䇑㇇亴⍻⳺䴰㾱仍ཆⲴ↓ੁՐǄᖃpᱟ

ਟᗞ࠶ⲴᰦىˈᴯԓᯩṸᱟ㘳㲁亴⍻⳺Ⲵа䱦⌠ं㓗ᮠ䙬䘁˖

L(x, θ′) ≈ L(x, θ) + [∇θL(x, θ)]T ∆θ

ަѝ∆θᱟл䱽↕䮯Ǆሶ↔↕僔Ѫ䍏ởᓖ−∇θL(x, θ)ˈᗇࡠởᓖ亴⍻⳺
vGPG := ‖∇θL(x, θ)‖

ᆳ㺑䟿Ҷởᓖ⸒䟿Ⲵབྷሿˈᒦᐢ㓿൘ѫࣘᆖҐ᮷⥞ѝѪᮠᦞᱮ⵰ᙗⲴᤷ

ḷ˄Settles ㅹӪˈ2008˅㻛֯⭘ǄᡁԜሶ൘л䶒ᱮ⽪ởᓖ亴⍻⳺ᱟⵏ↓

Ⲵ亴ᵏᆖҐ䘋ᓖањᴹٿᐞⲴՠ䇑٬ˈ⢩࡛ᱟྭٿҾᦏཡᯩᐞ䖳བྷⲴԫ

Ǆ࣑

㠚㠚㠚ᡁᡁᡁ亴亴亴⍻⍻⍻⳺⳺⳺˄˄˄SPG˅˅˅Ǆ亴⍻⳺ᱟLk(θ)᭩ਈⲴᴹٿՠ䇑ˈণԫ
ˈሿ߿kⲴ亴ᵏᦏཡǄሩx䘋㹼䇝㓳ਾˈᡁԜ㠚❦ՊᵏᵋṧᵜᦏཡL(x, θ)࣑
ণ֯ަԆ⛩Ⲵᦏཡਟ㜭Պ࣐Ǆ㠚ᡁ亴⍻⳺䙊䗷Ӿ਼аԫ࣑ѝᣭਆㅜҼ
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⅑ᒦՠ䇑ᯠṧᵜⲴ䘋ᓖᶕ䀓ߣ䘉њ䰞仈˖

vSPG := L(x′, θ)− L(x′, θ′) x
′ 
∼ Dk.

ⴞⴞⴞḷḷḷ亴亴亴⍻⍻⍻⳺⳺⳺˄˄˄TPG˅˅˅ǄᡁԜਟԕ䘋а↕䟷ਆ㠚ᡁ亴⍻⳺ᙍᜣˈ

ⴤ᧕䇴ՠᝏޤ䏓Ⲵᦏཡˈ䘉ҏ൘ѫࣘᆖҐѝ㻛㘳㲁Ⲵ˄Roy઼Mccallumˈ

2001 Ǆ˅൘ⴞḷԫ࣑䇮㖞ѝˈ䘉ሶᡀѪ

vTPG := L(x′, θ)− L(x′, θ′) x
′ 
∼ DN.

ቭ㇑䘉ਟ㜭ⴻ䎧ᶕᱟ䗴ӺѪ→ᴰ߶⺞Ⲵ᧚ᯭˈնᆳᖰᖰՊਇࡠ儈ᓖⲴᯩᐞ

Ⲵᖡ૽ˈ㘼ф䘈ՊоѻࡽⲴٷ䇮⸋ˈ൘䇝㓳Ⲵࡽᵏˈ⁑රнՊ൘ഠ䳮

Ⲵⴞḷԫ࣑кᗇࡠ᭩ழᒦфᓄ䈕䖜㘼൘ањᆳਟԕ傮傝Ⲵԫ࣑к䇝㓳Ǆ

ᒣᒣᒣ൷൷൷亴亴亴⍻⍻⍻⳺⳺⳺˄˄˄MPG˅˅˅Ǆᒣ൷亴⍻⳺о൘ཊњԫ࣑䇮㖞ѝⲴⴞḷ亴

⍻⳺㊫լˈަѝ䇴ՠᡁԜ൘ᡰᴹԫ࣑ѝⲴ䘋ኅᱟ㠚❦ⲴǄᡁԜ䇠

vMPG := L(x′, θ) − L(x′, θ′) x′ 
∼ Dk, k ∼ UN.

ަѝUN㺘⽪1...NкⲴ൷र࠶ᐳǄᒣ൷亴⍻⳺ᴹ仍ཆⲴᶕ㠚Ҿਆṧ䇴

ՠԫ࣑k ∼ UNⲴᯩᐞǄ

3.2 ༽༽༽ᵲᵲᵲᓖᓖᓖ傡傡傡ࣘࣘࣘ䘋䘋䘋〻〻〻

Ⲵਈॆ⦷ˈ㘳㲁Ҷⴤ᧕㺑࣋Ѫ→ˈᡁԜᐢ㓿䙊䗷㿲ሏަ亴⍻㜭ࡽⴞࡠ

䟿㖁㔌ᆖҐ䘋ᓖⲴ᭦⳺ǄᡁԜ⧠൘䖜ੁа྇ᯠⲴ᭦⳺ˈ㘼нᱟ㺑䟿㖁㔌༽

ᵲᓖ࣐Ⲵ䙏ᓖǄ䘉Ӌ᭦⳺ᱟ⭡ᴰሿ᧿䘠䮯ᓖ˄MDL˅ࡉ˄Rissanenˈ

1986;Grünwaldˈ2007˅᭟ᤱⲴ˖ѪҶӾ⢩ᇊᮠᦞ䳶ѝᴰ֣ൠ᧘ᒯˈᓄ䈕ᴰ

ሿॆ᧿䘠⁑ර৲ᮠᡰ䴰Ⲵսᮠ࣐к⁑ර᧿䘠ᮠᦞᡰ䴰ⲴսᮠǄ

ṩᦞMDLࡉˈሶ⁑ර༽ᵲᓖᨀ儈аᇊ䟿ਚᴹ൘ᮠᦞ㕙䟿䖳བྷᰦ

ᱟ٬ᗇⲴǄഐ↔ˈᡁԜᵏᵋ༽ᵲᙗᴰབྷ〻ᓖൠ䎆ҾҾ㖁㔌ᴰ㜭᧘ᒯⲴ䇝

㓳ṧֻ㘼䮯Ǆ䘉Ӌֻᆀ↓ᱟᡁԜ൘ቍ䈅ᴰབྷॆᆖҐ䘋ᓖᰦራ≲ⲴǄ

⾎㓿㖁㔌ⲴMDL䇝㓳˄Hinton઼Van Campˈ1993˅ਟԕ䙊䗷䲿ᵪਈ

;᧘⨶ᇎ䱵ᇎ⧠˄Gravesˈ2011࠶ Kingmaㅹˈ2015; Blundellㅹˈ2015 Ǆ˅൘

䘉њṶᷦлˈሩҾ⇿њ䇝㓳ṧᵜˈঅњᵳ䟽ṧᵜ㻛䟷ṧˈԕ൘䇝㓳ᵏ䰤㖁

㔌ᵳ䟽Ⲵਈ࠶ਾ傼Pφ(θ)ᗇԕ㻛㔤ᣔǄਾ傼৲ᮠφՈॆˈ㘼нᱟθᵜ䓛Ǆᙫ

ᦏཡᱟ䇝㓳ᮠᦞ䳶Ⲵᵏᵋlogᦏཡ˄൘ᡁԜⲴᛵߥлᱟᆼᮤⲴ䈮〻˅̍ ࣐
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кਾ傼઼аӋപᇊ˄Blundell et alǄ̍ 2015˅ᡆ㠚䘲ᓄ˄Gravesˈ2011˅ݸ

傼Qψ(θ)̟

LV I(φ, ψ) = KL(Pφ||Qψ) +
∑

k

∑

x∈Dk

E
θ∼Pφ

L(x, θ).

⭡ҾᡁԜ֯⭘䲿ᵪởᓖл䱽ˈᡁԜ䴰㾱⺞ᇊ⁑ර༽ᵲᓖ઼ᮠᦞⲴ⇿њṧᵜ

ᦏཡǄᇊѹS :=
∑

k |Dk| ѪᡁԜ㧧ᗇⲴ䈮〻ѝⲴṧᵜᙫᮠˈᡁԜਟԕⲴ

ᗇࡠ

LV I(x, φ, ψ) =
1

S
KL(Pφ||Qψ) + E

θ∼Pφ

L(x, θ),

䛓Ѹ

LV I(φ, ψ) =
∑ ∑

LV I (x, φ, ψ).
k x∈Dk

аӋᡁԜ㘳㲁Ⲵ䈮〻ᱟ࡙⭘㇇⌅⭏ᡀⲴˈણ⵰⇿њ㊫࡛Ⲵ䟷ṧᮠ䟿ᱟ⋑

ᴹᇊѹⲴǄMDLࡉᨀࠪⲴ༴⨶ᱟሶ༽ᵲᓖᡀᵜ䲔ԕⴞࡽ⭏ᡀⲴṧᵜᙫ

ᮠǄ❦㘼ˈᡁԜ䙊䗷ሶS䇮㖞ѪањབྷⲴᑨᮠᶕㆰॆһᛵˈ䘉њᑨᮠоᡁԜ

ᵏᵋ൘䇝㓳ᵏ䰤ⴻࡠⲴṧᵜᮠ䟿བྷ㠤਼Ǆ

ᡁԜ֯⭘P઼QⲴሩ䀂儈ᯟˈ֯ᡁԜ㜭ཏ᷀࠶ൠ⺞ᇊ༽ᵲᙗᡀᵜ˖

KL(Pφ||Qψ) =
(µφ − µψ)

2 + σ2

φ − σ2

ψ

2σ2

ψ

+ ln
σψ

σφ

ަѝµφ, σ
2

φ઼µψ, σ
2

ψ࡛࠶ѪPφ઼QψⲴੁ䟿ǄᡁԜ䘲ᓄψ࡙⭘ޣҾφởᓖл䱽

⌅ˈ㘼 E
θ∼Pψ

L(x, θ)ޣҾφởᓖਟԕ䙊䗷а⅑㫉⢩⍋䟷⭘࡙⭘䟽ᯠ৲ᮠॆ

Ⲵᢰᐗ(Kingma and Welling, 2013)ᗇࡠǄ䖟ᙗ઼࣐࠭ᮠy = ln(1 + ex)㻛֯

⭘ᶕ؍䇱ᯩᐞᱟ↓ⲴǄ(Blundell ㅹӪ, 2015)

ਈਈਈ࠶࠶࠶༽༽༽ᵲᵲᵲᓖᓖᓖ⳺⳺⳺˄˄˄VCG˅˅˅Ǆ⭡䇝㓳ṧᵜᕅ䎧Ⲵ⁑ර༽ᵲᓖⲴ࣐ਟԕ

অњ৲ᮠφࡠφ′
઼ψࡠψ′

ᴤᯠѻਾⲴ༽ᵲᓖⲴਈॆᶕՠ䇑ˈӗ⭏

vV CG := KL(P ′

φ||Qψ′)−KL(Pφ||Qψ)

ởởởᓖᓖᓖਈਈਈ࠶࠶࠶༽༽༽ᵲᵲᵲᓖᓖᓖ⳺⳺⳺˄˄˄GVCG˅˅˅Ǆо亴⍻⳺аṧˈᡁԜਟԕ֯⭘ở

ᓖл䱽ᯩੁሬࠪа䱦⌠ं䘁լ˖

KL(P ′

φ||Qψ′) ≈ KL(Pφ||Qψ)− [∇φ,ψKL(Pφ||Qψ)]
T∇ψ,φLMDL(x, φ, ψ)

→ vV CG ≈ C − [∇φ,ψKL(Pφ||Qψ)]
T∇φ E

θ∼Pφ

L(x, θ)

ަѝCᱟн䎆ҾxⲴഐ↔ᱟо⳺ᰐޣⲴؑਧǄᡁԜᇊѹởᓖਈ࠶༽ᵲᓖ

࣐Ѫ

vGV CG := [∇φ,ψKL(Pφ||Qψ)]
T∇φ E

θ∼Pφ

L(x, θ),

䘉ᱟKL⋯ởᓖл䱽ᯩੁⲴᯩੁሬᮠǄᡁԜ䇔Ѫ㓯ᙗ䙬䘁൘䘉䟼∄亴⍻⳺

ᴤਟ䶐ˈഐѪ⁑ර༽ᵲᓖ∄ᦏ㙇ᴢ䶒ާᴹᴤሿⲴᴢ⦷Ǆ

72



附录

оVIMEⲴޣ㌫Ǆᴰབྷॆ᧒㍒Ⲵਈؑ࠶˄VIME˅˄ Houthooftㅹ 2̍016˅

֯⭘оਈ࠶༽ᵲᓖ⳺ᇶ࠷ޣⲴ྆࣡ؑਧǄн਼ѻ༴൘ҾˈᖃVIME൘

৲ᮠオ䰤ѝ⍻䟿а↕ਾਾ傼ѻࡽоѻਾⲴKLᮓᓖˈᡁԜ㘳㲁⭡а↕䙐ᡀ

Ⲵਾ傼઼ݸ傼ⲴKLᮓᓖⲴਈॆǄഐ↔ˈ㲭❦VIMEራࡠਾᯩⲴԫօਈॆˈ

նᡁԜਚޣ⌘᭩ਈоѻࡽⲴᐞᔲⲴਈॆǄ䴰㾱䘋а↕Ⲵ⹄ウᶕ䇴ՠєњؑ

ਧⲴሩՈ⛩Ǆ

L2⳺⳺⳺˄˄˄L2G˅˅˅Ǆਈ࠶᧘⨶ੁٮҾ߿ធᆖҐ䙏ᓖˈഐ↔ᴹࣙҾᇊѹ䘲

⭘ҾᴤՐ㔏䇝㓳ᴹ㍐Ⲵ㖁㔌ⲴสҾ༽ᵲᓖⲴ䘋ᓖؑਧǄ䇨ཊḷ߶⾎㓿㖁

㔌↓ॆࡉ亩ˈྲLp
㤳ᮠˈਟԕ㻛㿶Ѫᇊѹ⁑ර᧿䘠䮯ᓖⲴк䲀˄Gravesˈ

2011 Ǆ˅ഐ↔ˈᡁԜٷ䇮↓ॆࡉᡀᵜⲴ࣐ሶ㺘᰾⁑ර༽ᵲᙗⲴ࣐ǄѪҶ

⍻䈅䘉њٷ䇮ˈᡁԜ䇔Ѫ䇝㓳оḷ߶ⲴL2
˖࣐亩ॆࡉ↓

LL2
(x, θ) = L(x, θ) +

α
‖θ‖2

2

2

2

2

2

2
ަѝαᱟ㓿傼䘹ᤙⲴᑨᮠǄ൘䘉ᛵߥлˈ༽ᵲᓖ⳺ਟԕ㻛ᇊѹѪ

vL2G := ‖θ′‖ − ‖θ‖
൘䛓䟼ᡁԜ᭮ᔳҶα/2亩ˈഐѪ⳺ᱟ൘֯⭘ࡽՊ䟽ᯠ㕙᭮[1 ,1−]ࡠǄᓄ
Ⲵа䱦䘁լᱟ

vGL2G := [θ]T ∇θL(x, θ),

ਟԕ䇑㇇н㿴ࡉ㖁㔌ⲴL2
⳺; ❦㘼ˈᡁԜਁ⧠䘉ᱟањнਟ䶐Ⲵؑਧˈ

ਟ㜭ᱟഐѪ㖁㔌൘䶒ሩᰐؑᮠᦞᰦ⋑ᴹ◰࣡䱽վ༽ᵲᙗǄ

3.3 亴亴亴⍻⍻⍻䟿䟿䟿ٿٿٿᐞᐞᐞ

亴⍻⳺ˈ㠚ᡁ亴⍻⳺઼ởᓖ亴⍻⳺䜭ᱟᇶ࠷ޣⲴˈնՊӗ⭏

н਼〻ᓖⲴٿᐞ઼ᯩᐞǄᡁԜ⧠൘ሩ⇿њٿ㿱ᆈ൘ањ↓ᔿⲴ᷀࠶ˈᤷࠪ

㊫լⲴ༴⨶ਟԕᓄ⭘ҾᡁԜⲴ༽ᵲᙗ⳺ǄᡁԜٷ䇮ᦏཡL൘ᵜൠᖸྭൠ

᧕䘁Ҿа䱦⌠ंኅᔰ˖

L(x, θ) ≈ L(x, θ) +∇L(x, θ)T∆θ

ަѝ

∆θ = θ′ − θ.

ѪҶׯҾ䈤᰾ˈᡁԜ䘈ٷᇊ㖁㔌䇝㓳ᴹ䲿ᵪởᓖл䱽˄㘳㲁儈䱦Ոॆᯩ⌅

ᰦˈ਼ṧⲴ㔃䇪ᗇࠪլⲴ㔃䇪˅̟

∆θ := −α∇L(x, θ).
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ᡁԜሶⵏ↓Ⲵ亴ᵏᆖҐ䘋ᓖᇊѹѪ

v := E
x
′
∼D

[L(θ)− L(θ′)] = α‖ E
x
′
∼D

∇L(x, θ)‖2

ㅹᔿᡀ・⭡кањᔿᆀᡰ؍䇱Ǆᵏᵋᦏཡ࣐ҾᱟѪ

vPG := E
x
′
∼D

[L(x, θ)− L(x, θ′)] = α E
x
′
∼D

‖∇L(x, θ)‖2

ᇊѹ

V(∇L(x, θ)) := E‖∇L(x, θ) − E∇L(x′, θ)‖2

ᡁԜਁ⧠亴⍻⳺ᱟєњ亩Ⲵᙫ઼˖ⵏ↓Ⲵ亴ᵏᆖҐ䘋〻ˈ࣐кởᓖᯩ

ᐞ˖

vPG = v + V(∇L(x, θ)).

ᡁԜᗇࠪ㔃䇪ˈѪҶᒣㅹⲴᆖҐ䘋ᓖˈสҾ亴⍻⳺Ⲵ䈮〻ᴰབྷॆᯩ

ᐞǄᖃ֯⭘ởᓖ亴⍻⳺ᰦˈ䰞仈ਈᗇᴤ㌏ˈ䘉ᇎ䱵к䎆Ҿ⌠ं䘁լǄਖ

аᯩ䶒ˈ㠚ᡁ亴⍻᭦⳺ᱟሩ亴ᵏᆖҐ䘋ᓖⲴᰐٿՠ䇑˖

ExvSP G = Ex,x′
∼D[L(x

′, θ) − L(x′, θ′)] = v.
㠚❦ൠˈᆳ֯⭘єњṧᵜሬ㠤∄亴⍻⳺ᴤ儈Ⲵᯩᐞˈ㺘᰾єњՠ䇑ѻ䰤Ⲵ

㌫Ǆޣᐞоᯩᐞᆈ൘ᵳ㺑ٿ

4 㔃㔃㔃䇪䇪䇪

ᡁԜⲴᇎ傼㺘᰾ˈਚ㾱֯⭘ਸ䘲Ⲵ䘋ᓖؑਧˈ֯⭘䲿ᵪᮉᆖབྷ㓢ᶕᴰབྷ

䲀ᓖൠᨀ儈ᆖҐ䘋ᓖˈਟԕབྷབྷᨀ儈䈮〻ᆖҐ᭸⦷Ǆ❦㘼ˈᡁԜ⌘ࡠˈӾ

ᡰᴹԫ࣑ѝ㔏аᣭṧᱟањӪⲴᕪབྷส߶ǄᡁԜ᧘⍻ˈ䘉ᱟഐѪቭ㇑൘а

Ӌнᗵ㾱ⲴṧᵜⲴᆖҐ᭸⦷վлˈնᆖҐ⭡㖁㔌↓൘ਆᗇᴰᘛ䘋ኅⲴԫ࣑Ⲵ

ởᓖѫሬˈᕅਁҶа䳀ᙗⲴ䈮〻ǄሩҾᴰབྷլ❦䇝㓳ˈᡁԜਁ⧠亴⍻⳺

ᱟᴰа㠤Ⲵؑਧˈ㘼ሩҾਈ࠶᧘⨶䇝㓳ˈởᓖਈ࠶༽ᵲᓖ⳺㺘⧠ᴰྭǄ䟽

㾱Ⲵᱟˈє㘵䜭ᱟⷜᰦⲴˈഐѪᆳԜਚ㜭֯⭘⭘Ҿ䇝㓳Ⲵṧᵜ䘋㹼䇴ՠǄ䲔

Ҷᴤᴹ᭸⦷ѻཆˈ䘉ሩཆ䜘䇴ՠ䳮ᓖ䖳བྷⲴԫ࣑ҏާᴹᴤᒯ⌋Ⲵ䘲⭘ᙗˈᒦ

ф㺘᰾ᆖҐ䘋ᓖᴰྭ൘ተ䜘㘼нᱟޘተⲴสк䘋㹼䇴ՠǄ
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